Glava 1

Analiticka geometrija u
prostoru

Studenti su se sa pojmom analiticka geometrija susreli prvi put u
srednjoj 8koli, gdje su naucili osnovne pojmove iz analiticke geometrije u
ravni. U ovom poglavlju cemo se upoznati sa osnovnim elementima ana-
liticke geometrije u prostoru, tackom, pravom i ravni i njihovim medusobnim
odnosima.

1.1 Ravan

Slika 1.1: Ravan u prostoru

Razni oblici jednacine ravni
U prostornom Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu ravan je pot-
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puno odredena jednom datom tackom i vektorom normale na tu ravan. Neka
je data tacka Mj(x1,y1,21) 1 vektor @7 = (A, B,C). Kroz datu tacku nor-
malno na dati vektor 77 mozemo postaviti tacno jednu ravan slika 1.1.
Neka su 7 = OM = (x,y,2), 11 = OM, = (1,y2,21) vektori polozaja
tacaka M i My. Vektor MiM = 7 — 17 = (r—x1,y—vy1,2—21). Vektor 7 je
okomit na 7 — 7] pa na osnovu osobina skalarnog proizvoda vektora vrijedi
(F—7r1)-1n=0.

Jednacina

(F—r)-1=0 (1.1.1)
predstavlja vektorski oblik jednacine ravni.
Iz jednacine (1.1.1) je7- i —ri-n=0ii7- i+ D =0 gdje je D = —r] - 7i.
Uvrstavanjem koordinata vektora 7 — 71 i 7 u jednac¢inu (1.1.1) dobijamo
skalarni oblik jednacine ravni.

A-(x—z1)+B-(y—y1)+C-(2—2)=0 (1.1.2)

ili

Ax+B-y+C-2+D=0 (1.1.3)

gdje je D = —(Azy1 + By; + Cz1).
Jednacina (1.1.3) naziva se jos i opSta skalarna jednacina ravni.

Primjer 1.1.1. Date su tacke M;(0,—1,3) i M»(1,3,5). Napisati u vek-
torskom i skalarnom obliku jednac¢inu ravni koja prolazi kroz tacku M; i
normalna je na vektor My My .

oo
Rjesenge. Vektor normale trazene ravni je 1 = Mj My = (1,4,2), a vektor
polozaja tacke M je ri = (0,—1,3).
Vektorski oblik jednac¢ine ravni je:

(F=7)-i=0 tj.

=0

S

o=y -
Uvrstavanjem koordinata vektora 7 i 71 u posljednju jedna¢inu dobijamo:
Fo(i4+47+2k) — (=] +3k)- (1 + 4] +2k) =0
a nakon sredivanja jednacinu ravni u vektorskom obliku:

Fo(i+474+2k)—2=0
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Ako u jednacinu ravni u vektorskom obliku umjesto vektora 7 uvrstimo
njegove koordinate (z,y,2) tj. 7= zi4yj + 2k, nakon sredivanja dobijamo
jednacinu ravni u skalarnom obliku : z + 4y + 2z — 2 = 0.

Jednacinu ravni u skalarnom obliku mozemo dobiti i direktno uvrstavanjem
koordinata vektora i = (1,4, 2) i tacke M7(0,—1,3) u jednac¢inu (1.1):

1-(x—0)+4-(y+1)+2(2—-3)=0
odnosno

r+4y+22—-2=0.

Segmentni oblik jednacine ravni

Slika 1.2:

Posmatrajmo ravan o : Az + By + Cz + D = 0 i pretpostavimo da su
svi koeficijenti A ,B ,C i D razli¢iti od nule. Proizvoljna tacka P na x-osi
ima koordinate (a,0,0) , gdje je a realan broj. Tacka P pripada ravni o ako

i samo ako je

A-a+B-04+C-0+D=0
odnosno ako je

a=——

A

Veli¢ina a se naziva odsjecak ili segment ravni « na osi z. Analogno
dobijamo odsjecke b i ¢ iste ravni na osama ¥ i z.
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b=——, ¢c=——.

Ako izrazimo koeficijente A,B i C' pomoc¢u a, b, ¢i D dobi¢emo jednacinu
ravni u obliku

D D D
——x——y——2+D=0
a b c

Kako je po pretpostavci D razli¢ito od nula, dijeljenjem posljednje jednacine
sa D dobijamo jednacinu:

T oy oz
—+Z4+-=1 1.1.4
a+b+c ( )

Ovaj oblik jednacine naziva se segmentni oblik jednacine ravni.

Primjer 1.1.2. Predstaviti jedna¢inu ravni iz primjera 1 u segmentnom
obliku.

Rjesenje. Jednacina ravni u opStem skalarnom obliku je glasila

r+4y+22—-2=0

Prvi nacin je da odredimo odsjecke a, b i ¢ na koordinatnim osama.
Stavljajuéi y = z = 0 u jednac¢inu ravni, dobijamo odsjec¢ak ravni na x osi
x =2 tj. a =2. Analogno, za x = z = 0 dobijamo odsjecak na y osi

4y—2:@y:§tj. b:5,azax:y:OOdsjeéaknazosic:1.

Uvrstavanjem ovih odjse¢aka u jednaé¢inu (1.1.4)dobijamo jednaéinu ravni u
segmentnom obliku:

Drugi nacin je da cijelu jednac¢inu podijelimo sa —D tj. u naSem slucaju sa
2.

x 4y
A -1
2+2+z

a nakon sredivanja dobijamo trazenu jednacinu ravni u segmentnom obliku
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Neki posebni slucajevi jednaéine ravni

U izvodenju segmentnog oblika jednacine ravni pretpostavili smo da u
su u jednacini Az + By + Cz + D = 0 svi koeficijenti A,B,C, i D razliciti
od nule. Sada ¢emo posmatrati slu¢ajeve kada je neki od navedenih koefici-
jenata nula.

a) Ako je D = 0 u tom slu¢aju jednac¢ina ravni u vektorskom obliku je
7 -1 = 0 tj. vektori polozaja svih tacaka u ravni su normalni na vektor 7.
Sve takve ravni prolaze i kroz koordinatni pocetak.

b) Ako je, A=0tadaje @ = Bj+ Ck; te je vektor © komplanaran sa vekto-
rima ] i k: odnosno normalan na osu Ox, pa je ravan paralelna sa osom Ox

Analogno zakljué¢ujemo da je i za B = 0 ravan paralelna sa osom Oy, a za
C =0 sa osom Oz.

c) Ako je D = 0 i jedan od koeficijenata A, B ili C' nula razlikujemo
slucajeve: c.1) Ako je D =01 A = 0 jednacina ravni ima oblik By+Cz = 0.
Znagi ravan prolazi kroz koordinatni pocetak i paralelna je osi Ox, $to znaci
da sadrzi osu Oz.

c.2) Ako je D =01 B = 0 ravan prolazi kroz osu Oy.

c.3) Ako je D =01 C = 0 ravan prolazi kroz osu Oz.

d) Ako su dva od koeficijenata A,B,C jednaki nuli razlikujemo sljedeée
slucajeve:

d.1) Za A = B = 0 jednac¢ina ravni ima oblik Cz + D = 0 pa je ravan
paralelna sa ravni zOy

d.2) Za A = C = 0 ravan je paralelna sa ravni 2Oz

d.3) Za B = C = 0 ravan je paralelna sa ravni yOz

e) Ako su tri koeficijenta nula imamo slucajeve: e.l) Za A = B =D =0
ravan se poklapa sa ravni xOy

e.2) Za A= C = D = 0 ravan se poklapa sa ravni xOz

e.3) Za B =C = D = 0 ravan se poklapa sa ravni yOz

Slucaj A = B = C' = 0 nije mogud, jer bi ravan D = 0 morala da bude
paralelna sa sve tri ose.

Primjer 1.1.3. Napisati jednacine koordinatnih ravni.
Rjesenje: Za vektor normale ravni zOy mozemo uzeti jedini¢ni vektor ose z

tj. vektor k& = (0,0,1) i tacku O(0,0,0) koja lezi u toj ravni. Uvritavanjem
koordinata vektora k i tacke O u skalarni oblik jednacine ravni dobijamo da
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je jednacina ravni zOy: z = 0. Analogno, dobijamo i jednac¢ine druge dvije
koordinantne ravni. Jednacina ravni Oz je y = 0, a ravni yOz je x = 0.

Primjer 1.1.4. Napisati jednacinu ravni koja prolazi kroz z osu i tacku
M(2,1,1).

Rjesenge: S obzirom da trazena ravan prolazi kroz z osu na osnovu c.3)
zaklju¢ujemo da su koeficijenti D i C jednaki nuli tj. vektor normale lezi u
ravni £Oy, pa jednac¢ina ravni ima oblik Az + By =0 (1)

Ako u ovu jednac¢inu uvrstimo koordinate date tacke M dobijamo jedna¢inu
2A+B=0 = B=-2A.

Uvrstavajuéi B u jednacinu (1) dobijamo jedna¢inu Ax + 24y = 0 odakle
dijeljenjem sa A dobijamo jednacinu ravni u skalarnom obliku: x — 2y = 0.

Jednaéina pramena (snopa) ravni kroz presjeénu pravu dvije
ravni

Znamo da se kroz jednu tacku moze provuéi beskona¢no mnogo pravih.
Isto tako kroz jednu pravu se moze postaviti beskonaéno mnogo ravni. Da-
kle, pramen (snop) ravni koji je odreden datom pravom je skup svih ravni
koje prolaze kroz tu pravu. Ta prava se zove osa pramena.

Theorem 1.1.5. Neka su date dvije ravni
a:Aix+Biy+Ciz+ D1 =0 i B:Axx+ Boy+Coz+ Dy=0

éiji vektori normala — (A1,B1,C1) i n_g = (Aqg, By, C9) nisu kolinearni i
neka je p presjeéna prava datih ravni.

Skup svih ravni koje prolaze kroz pravu p, osim ravni 3, zove se pramen
ravni i jednacina tog pramena ravni je:

Ajx + Biy+Ciz+ D1+ )\(A2$ + Boy + Coz + DQ) =0
gdje je A realni parametar.

Primjer 1.1.6. . Napisati jednacinu ravni koja prolazi kroz tacku M (2,5, 3)
ipresjgkravnia: 3r—y—2—-5=0 1 f:x+22=0.

Rjesenje: Trazena ravan pripada pramenu ravni koji je odreden ravnima «
i 8. Jednacina tog pramena je:

3r—y—2—5+ANx+22)=0

gdje je X realni parametar.
U ovu jednacinu uvrStavamo koordinate tacke M;p, nakon ¢ega dobijamo
jednacinu:

6-5+3—5+A2-6)=0
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1
odakle izracunamo parametar A = vk Sada parametar A ponovo uvr-

stimo (vratimo) u jedna¢inu pramena i nakon sredivanja dobijamo jedna¢inu
trazene ravni u skalarnom obliku:

11lx —4y —62—20=0

Primjer 1.1.7. Napisati jednac¢inu ravni koja prolazi kroz tacku M (2, —1,1)
i normalna je na ravnima a: 3x+2y—2+4=0 i B:ax+y+2z—3=0.

Rjesenje. Da bi odredili jedna¢inu ravni u skalarnom obliku potrebna nam je
jedna tacka kroz koju ta ravan prolazi i vektor normale trazene ravni. Tacku
imamo , to je data tacka M, ostaje nam jos da odredimo vektor normale. S
obzirom da trazena ravan mora biti normalna na date ravni to znaci da ce i
vektor normale te ravni biti okomit na vektore normala ravni a i 8. Dakle,
trazeni vektor 7 je okomit i na 7y i na n_g pa je it = ng X n_ﬁ . Iz jednagina
datih ravni odredimo vektore normala g = (3,2,-1), 7?5 = (1,1,1), pa je:

k
-1
1

SL

I
— W =
L VN

T=3—4j+k

Uvrstavanjem koordinata vektora 77 i date tacke M u skalarni oblik jednac¢ine
ravni dobijamo:

3(x—2)—4y+1)+1(z—1)=0
Nakon sredivanja dobijamo jednacinu trazene ravni:
a:3x—4y+2—-11=0

Jednacina ravni kroz tri tacke

Ravan je potpuno odredena sa tri razli¢ite nekolinearne tacke. Pokazac¢emo
kako se odreduje jednacina ravni kroz tri nekolinearne tacke.

Neka su date tri razlic¢ite nekolinearne tacke M;j(x1,y1,21), Ma(x2,y2, 22),
Ms(x3,ys, 23) 1 neka je M(x,y, z) bilo koja tacka koja ¢e pripadati toj ravni.
Ako leze u istoj ravni tacke M, My, My ¢ M3 su komplanarne pa mora vri-
jediti:

(MM x MyMs) - MiMs = 0, a to je mjeSoviti proizvod vektora, pa se
jednacina ravni kroz tri tacke se odreduje iz jednacine:

=T Y-y 22—z
o —T1 Y2 —Yir <2 — 21 =0 (1.1.5)
T3 —T1 Y3 —Yr 23— 21
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Udaljenost tacke od ravni

Slika 1.3: Udaljenost tacke od ravni

Neka je data ravan a: Az + By+ Cz+ D = 0 i tacka My(xo, yo, 20) koja
ne pripada toj ravni. Treba odrediti udaljenost date tacke od ravni a.

Neka je M| ortogonalna projekcija tacke My na ravan «. Sa slike 1.3
uocavamo da je trougao M MyM)| pravougli. Tacka M(x1,y1,21) je tacka
u ravni « kojom je ta ravan i odredena, a vektor 77 = (A4, B, C') vektor nor-
male date ravni.

Iz pravuglog trougla M MoM, vrijedi d = |M My|- sinp.

Iz definicije skal da d ktora i da j

z definicije skalarnog prozvoda dva vektora imamo da je

cos(90° — ) = M, tj. sinp = = ﬂﬂ Uvrstavanjem sin ¢
| M Mo| - 7] | M Mo| - 7]
u obrazac za d, dobijamo
d= \]\4—]\4()>| . @ﬂ, a nakon skraéivanja d = @
| M M| - |7i] 7]

—_—
Uvrstavajuéi koordinate vektora MMy = (xo — 1,90 — Y1,20 — 21) 1 i =
(A, B,C) u posljednji obrazac za d dobi¢emo:
A-(vog—z1)+ B (yo—y1) +C- (20 — 21)

VAZ+ B2+ (7
Znamo od ranije da je D = —(Ax; + By, + Cz), pa nakon sredivanja
dobijamo

d=

_ Azxg+ Byg+ Czg+ D

VA2 + B% 4+ (C?

B ‘Axo + Byg + Czg + D’

‘/A2+B2+C2

d

odnosno

d

(1.1.6)

jer mora vrijediti d > 0.
Jednacina (1.1.6) predstavlja obrazac za izracunavanje udaljenosti tacke od
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ravni.

Primjer 1.1.8. Odrediti jednacinu ravni koja je odredena sa tri tacke
Mi(1,—-1,2), My(2,1,2) 1 M3(1,1,4). Zatim odrediti udaljenost tacke P(2, 3, 5)
od te ravni.

Rjesenje: Uvrstavajuéi koordinate datih tacaka u jednacinu (1.1.5), nakon
izracunavanja determinante, dobijamo jednacinu ravni a: 4x — 2y + 2z —
10 = 0. Vektor normale ove ravni je 7 = (4,—2,2). Koristeéi obrazac za
udaljenost tacke od ravni 1.1.6 dobijamo:

B 14-2—2-(—2)+2-2—10| Ve

V2 (—2)% + 22 6

Ugao izmedu dvije ravni

Ugao izmedu dvije ravni odreduje se pomoc¢u njihovih vektora normala.
Ako su date dvije ravni

a:Aix+Biy+Ciz+ D1 =017 f:Ax+ Boy+Coz+ Dy =0

vektori normala ovih ravni su: ng = (A1,B,CY) i nﬁ iAg, By, Cs)
ne -1
pa je kosinus ugla izmedu ovih vektora cosp = Fa‘jﬂ’ S obzirom da
ng

kosinus ugla mozemo dobiti sa znakom i pozitivan i negativan, Sto zavisi od
smjerova vektora ne i n_é, da bi odredili ugao izmedu ravni koji nije tup,
pisacemo:

g - ng

[a] - 73]

cosp = (1.1.7)

Uzajamni polozaj dvije ravni

Slika 1.4: Paralelne ravni

Ako su ravni « i 8 paralelne, tada su i njihovi vektori normala paralelni,
pa je njihov vektorski proizvod nula tj. n; xng = 0 . To znadi da su ovi
vektori kolinearni, pa postoji realan parametar A takav da je ng = A - nj.
Nakon uvrstavanja kooordinata vektora 7, i 713 dobijamo:



10 GLAVA 1. ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU

Ayi 4 B1j + Cik = AMoi + AByj + ACok

Odavde zakljucujemo da mora vrijediti:
A_B_G
Ay By (O

Jednacina 1.1.8 predstavlja uslov paralelnosti dvije ravnsi.

(1.1.8)

L
|

Slika 1.5: Normalne ravni

Analogno prethodnom razmatranju, zaklju¢ujemo da su dvije ravni medusobno
okomite ako su im vektori normala okomiti, pa vrijedi: 7, - ng = 0 odakle
dobijamo uslov normalnosti (okomitosti) dvije ravni :

A1As +B1By +C1Cy =0 (119)

Primjer 1.1.9. Odrediti rastojanje izmedu dvije paralelne ravni:
a: 2x4+3y—62+14=0 i f:2x+4+3y—6z—35=0.

Rjesenje. Ovo su dvije paralelne ravni ¢iji je vektor normale 77 = (2,3, —6).
Izaberimo proizvoljnu tatku A € «, na primjer uzeéemo proizvoljne koor-
dinate y = 01 z = 0, pa uvrstiti u jedna¢inu ravni o odakle dobijamo
koordinatu z = —7. Dakle, tacka A(—7,0,0) pripada ravni a. Koristeéi
obrazac 1.1.6 za izracunavanje udaljenosti tacke od ravni izra¢cunamo uda-
ljenost tacke A od ravni 3 :

|2-(=7)+3-0—-6-0—35]
VET e

Primjer 1.1.10. Nadi ugao izmedu ravni:

a: x+22—-6=0 1 f:x4+2y—4=0.

d= 7

Rjesenge. 1z jednacina datih ravni odredimo vektore normala 7, = (1,0, 2),
ng = (1,2,0), pa koriste¢i 1.1.7 dobijamo veli¢inu ugla izmedu datih ravni:

coS @ =

(p = arccos —
5
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1.2 Prava

Polozaj prave u prostoru moze biti odreden na vise nacina: sa dvije date
tacke ili kao presjek dvije ravni, tackom i uslovom normalnosti ili paralelno-
sti sa drugom pravom. Odatle slijedi da jednacinu prave mozemo napisati
u raznim oblicima.

Slika 1.6: Prava u prostoru

Vektorska jednac¢ina prave

Neka prava prolazi kroz datu tacku M;(z1,y1,21) i paralelna je vektoru
p=(l,m,n), a M(x,y, z) je proizvoljna tacka prave.
Zbog kolinearnosti vektora M1 M i p vrijedi M1 M x p= 0 odnosno,

(F—ri) x 7=0 (1.2.1)

Jednacina (1.2.1) predstavlja vektorski oblik jednacine prave. O¢igledno
je da sve tacke prave p zadovoljavaju jednacinu (1.2.1). Jednacinu 1.2.1
mozemo napisati i u sljede¢em obliku: ¥ x 9= ¢, gdje je § =11 X P.

Parametarske jednacine prave

R
1z vektorske jednacine prave i ¢injenice da su vektori My M i p’ kolinearni
uvrstavanjem koordinata ovih vektora dobijamo:

- -

(z—m)i+W—y)j+Gz—z2)k=t(-i+m-j+n-k)

a odavde je
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r=x1+t-1
y=y1+t-m (1.2.2)
z=z1+t-n

Parametar t je iz skupa realnih brojeva, pa jednacine (1.2.2) daju koordinate

svih tacaka date prave.
Jednacine (1.2.2) se nazivaju parametarske jednacine prave.

Kanonske jednacine prave

Ako pretpostavimo da su koordinate vektora p’ = (I, m,n) razlicite od
nula, iz jednacine 1.2.2 izrazimo parametar t:

r — X
t =

/A m n
A odavde je
CC—ﬂflzy—yl:Z_Zl (123)

l m n

Jednacine 1.2.3 se nazivaju kanonske jednacine prave ili jednacine prave u
kanonskom obliku.

Primjer 1.2.1. Napisati kanonske i parametarske jednacine prave. Prava
prolazi kroz tacku M;(5,1,2) i paralelna je vektoru p'= (—1, 3, 2).

Rjesenje. Uvrstavanjem koordinata date tacke M;p i datog vektora p u
jednacinu (1.2.3) dobijamo kanonske jednacine prave:
r—5 y—1 z-2
-1 3 2

Odavde lako dobijemo parametarske jednacine prave p:

r=5—1
y=1+3t (1.2.4)
z=2+2t

Jednacina prave kroz dvije date tacke

Poznato nam je da je prava jednoznac¢no odredena sa dvije razli¢ite tacke.
Neka su date dvije tacke u prostoru M (z1,y1,21) 1 Ma(z2,y2,22) . Vektor
pravca ove prave je p = MjMs = (r2 — x1,y2 — y1,22 — 21). Ako u ka-
nonski oblik jednagina prave (1.2.3) uvrstimo koordinate vektora pravca i
koordinate date tacke M7 dobijamo jednacine prave kroz dvije date tacke u
kanonskom obliku:

rTh_YTh 27 A (1.2.5)
T2 — X1 Y2 — 1 z22 — 21
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Prava kao presjek dvije ravni

Svaka prava u prostoru moze se zadati kao presjek dvije razli¢ite nepa-
ralelne ravni:

a: Ayx+ Biy+Ciz4+ D1 =0
B: Asx + Boy 4+ Coz+ Dy =0

Primjer 1.2.2. Napisati u kanonskom obliku jedna¢inu prave:

20 — 3y —32—9
r—2y+2z+3=0
Rjesenje. Prava lezi u obe date ravni pa je vektor pravca p ove prave okomit

na vektore normala datih ravni. Dakle,vektor pravca ove prave mozemo
odrediti kao vektorski proizvod vektora normala ovih ravni.

i ik
p=nixny=1|2 -3 -3
1 -2 1

ﬁ: (_97 _57 _1)

Ostaje jos da odredimo jednu tacku koja lezi u obe date ravni. Date
jednacine ravni napisa¢emo u sljedeéem obliku:

20 —3y=324+9=0
x—2y=—(z+3)

Trebamo rijesiti gornji sistem jednacina. Ovaj sistem je neodreden, pa
mozemo uzeti jednu koordinatu proizvoljnu, npr. z = —3, pa nakon uvrstavanja
u sistem dobijamo z = 0 i y = 0. Tako smo dobili tacku koja lezi u obe date
ravni, pa mora pripadati pravoj p. To je tacka M (0,0, —3).

Jednacine prave p u kanonskom obliku glase:

x y_z—i—?)

9 5 1

Ugao izmedu dvije prave

Ugao izmedu dvije prave u prostoru je ugao izmedu bilo koja dva vektora
koji leze na datim pravama, odnosno izmedu njihovih vektora pravaca. Pod
uglom izmedu dvije prave podrazumijeva¢emo ugao koji je ostar ili prav.
Neka su date dvije prave p; i p2 1 neka su vektori pi = (I1,m1,n1) i p3 =
(I2, ma, ng) vektori pravaca ovih pravih. Tada je:

Pi - P2

= = 1.2.6
SR (1.2.6)

CcCosx =
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Jednacinom 1.2.6 definisan je kosinus ugla izmedu dvije prave koje se sijeku.

Ako su prave medusobno okomite tada je p1 L p3 , pa je pi - p2, odnosno
lils + mimo +niny =0 (127)

Jednacina 1.2.7 je uslov normalnosti dvije prave. Ako su dvije prave para-
lelne tada su i vektori pravaca p; i po paralelni, pa je p1 x p3 = 0 ili
i - mi  m

M (1.2.8)

la  ma no

Jednacina 1.2.8 je uslov paralelnosti dvije prave.

Primjer 1.2.3. Odrediti jednacinu prave g koja prolazi kroz tacku M (1, —2, 3)
. : . r—4 y z+1 : o .
i paralelna je pravoj p : =1=—5 2 zatim odrediti ugao izmedu
) z+1 y— 2 z
rave ¢ i prave r: —— = *¥—— = —.
p q1p 3 4 5

Rjesenje. S obzirom da su prave p i ¢ paralelne, za vektor pravca prave ¢
mozemo uzeti vektor pravca prave p, pa je ¢ = (2,1,2). Jednacina trazene
prave q glasi:

x—1 y+2 z-3
- =71 T

Uvrstavanjem koordinata vektora pravaca prave g i r u jednacinu 1.2.6 do-
bijamo kosinus ugla izmedu ove dvije prave:

(27 172) ) (37475)
V2 +124+22. V3 + 42+ 52

COS &x =

Nakon sredivanja

V2 2v2
COSQ = = = @ = ArCcos ——.

Rastojanje tacke od prave

r—z — z—z
Neka je data tacka Mo(zo, yo, 20) 1 prava p: i LY _ L

Potrebno je izracunati najkraée rastojanje date tacke od datgnprave.

Sa slike 1.2 vidimo je rastojanje tacke My od prave p zapravo visina para-
lelograma konstruisanog nad vektorima p i M;My. Tacka M; je tacka na
pravoj p. Od ranije nam je poznato da je povrsina paralelograma konstru-
isanog nad dva vektora intenzitet vektorskog proizvoda ta dva vektora, pa
je povrsina paralelograma konstruisanog nad vektorima p'i M; My jednaka

—_—
‘MlMO X p" Takode povrsina paralelograma je |p] - d. Dakle, vrijedi:
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Slika 1.7: Rastojanje tacke od prave

[N B
MM 5] = |71 - d

Odavde je
MM % 5]
d=1 "1
|71

Jednacina 1.2.9 predstavlja obrazac za izrac¢unavanje najkraceg rastojanja
tacke od prave.

(1.2.9)

Primjer 1.2.4. Nadi rastojanje izmedu dvije paralelne prave:
zr y—1 =z x—1 'y =z-1

pry="7 T3 V¢ =173

Rjesenje. 1z jednacina datih pravih vidimo da imamo dvije tacke: My(0,1,0) €
p1 1 Mi(1,0,1) € pa. Rastojanje izmedu ove dvije prave izracunaé¢emo kao
rastojanje tacke jedne prave od druge prave. Na primjer, na¢i ¢emo udalje-
nost tacke My od prave ps.

Vektor MMy = (1,—1,1), a vektor pravca prave ps je p2 = (1,1,2).
Racunamo:

— .

i k
—_— . . N
p2 x MiMp=| 1 2 |=3i+j—2k
1 -1 1
—
p_é XMIMOZ (3a172)

- T -
‘p2 X MlMO) =V14, |p3|=V6

Nakon uvrstavanja dobijenih vrijednosti u obrazac 1.2.9 dobijamo najkrace
rastojanje tacke My od prave ps, tj. rastojanje izmedu dvije date paralelne
prave.

d=[T=YH
V33
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Uslov presjeka dvije prave i nalazenje presjecne tacke

Neka su date dvije prave p; i p2 odredene svojim vektorima pravaca
p1 = (I1,m1,n1) i pa = (lg, ma, ny) i tackama My € p; i Ma € pa. Koordinate
tacaka su: My(x1,y1,21), Ma(x2,y2, 22).

Ako se prave p; i ps sijeku, onda su vektori pi,ps i MjMs komplanarni
(slika...), pa je njihov mjeSoviti proizvod nula, tj. (pi x p2) - MiMs = 0
odnosno (M1 Mz x pi) - p3 = 0 odakle dobijamo uslov presjeka dvije prave:

T2 —T1 Y2 —Yr 22—2
l1 mi ni =0 (1.2.10)
12 meo ng

Koordinate presje¢ne tacke dobijaju se kao rjeSenje sistema jednacina datih

pravih (kada svaku od datih pravih izrazimo kao presjek dvije ravni) ili iz

parametarskih jednacina datih pravih.

Primjer 1.2.5. Odrediti n u jednacini prave p : v I 1 _ Y _12 - 1

r—2 y—-3 z—4 "
12 3

tako da se sijece sa pravom g: , pa zatim odrediti

koordinate presjecne tacke.

Rjesenje. 1z uslova 1.2.10 odredujemo vrijednost parametra n.

1 1 3
1 -1 n|=0 = n=3
1 2 3

Sada ¢emo odrediti presje¢nu tacku ovih pravih.
Iz kanonickih jednacina datih pravih izrazi¢emo njihove parametarske jednacine.

r=1+1¢ T=2+4+1
p: y=2—-1t q: y=34+2
z=1+3t z=4+43t1

S obzirom da presjecna tacka pripada obema pravama mora vrijediti:

1+t=2+1 t—t1 =1
2—t=3+2t = —t—-2t; =1
14+3t=4+434 3t—3t1 =3
.- . C o . .. .. 1 2
Nakon rjesavanja posljednjeg sistema jednacina dobijamo ¢ = 3’ t, = —3

Nakon uvrstavanja parametra t u parametarske jednac¢ine prave p (ili para-
metra t; u parametarske jednacine prave ¢ dobijamo koordinate presjecne
tacke:

45
P(-,-,2).
(3737)



1.3. PRAVA I RAVAN 17

Rastojanje izmedu mimoilaznih pravih

Slika...
Zajednicka normala datih pravih odredena je vektorom pravca

—

= pi X p3.

Najkrace rastojan;'e dvije mimoilazne prave je apsolutna vrijednost projek-
cije vektora M7 Ms na zajednicku normalu datih pravih, odnosno na vektor
normale 77 kojim je ta normala odredena.

d= ‘PrﬁMlMg‘

d= HMlMg‘ - cos (i, MlMg)‘

— ﬁ-MlMQ
o= || AL
17 - ‘MlMg‘

o . —
’(pl X p3) - M1M2’
d= = - (1.2.11)
|1 X D3|
Obrazac 1.2.11 predstavlja obrazac za izracunavanje najkraceg rastojanja
izmedu dvije mimoilazne prave.

Primjer 1.2.6. Odrediti rastojanje izmedu pravih:
z+1 y z-1 r y+1 z-2

1 1 2 PPiT73 1

p1:

Rjesenje. NapiSimo koordinate odgovarajucih pripadnih tacaka i vektora
pravaca datih pravih: M;(—1,0,1) € p1, M2(0,—1,2) € po, p1 = (1,1,2),
P2 =(1,3,4).

Prvo provjeravamo da li se prave sijeku (uslov presjeka dvije prave (1.2.10)):

1 -1 1

1 1 2|=2#0

1 3 4

Dakle, gornja determinanta je razli¢ita od nule, pa zaklju¢ujemo da se prave
ne sijeku, a oc¢igledno nisu ni paralelne. Dakle, mimoilazne su.

Racunamo p; X ps = —2i — 2] + 2k , a Ipi x p3| = 2v/3, My Mo = (1,—1,1).
Uvrstavajuéi dobijene vrijednosti u obrazac 1.2.11 dobijamo:
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e

S|

/2 - @

Slika 1.8: Ugao izmedu prave i ravni

1.3 Prava i Ravan

Definition 1.3.1. Ugao izmedu prave i ravni je oStar ili prav ugao koji
grade prava i njena normalna projekcija na tu ravan.

Theorem 1.3.2. Sinus ugla ¢ izmedu prave p © ravni o odreden je formu-
lom: o
P 7|
P17

Dokaz. Ugao izmedu ravni i prave je komplementan uglu izmedu prave i
vektora 77 koji je normalan na ravan slika 1.8. Ako je p vektor pravca prave

sinp = (1.3.1)

p tada je £L(p, ) = g — ¢, pa je

cos (E . cp) =sinp = P 7?:|
2 [P [71]

Uslov normalnosti prave i ravni

Sa slike 1.9 vidimo da ako je prava p normalna na ravan a da je tada

P || 7, pa je p x i = 0, odakle nakon uvrstavanja kooordinata vektora
p=(l,m,n)i7d = (A,B,C) dobijamo uslov normalnosti prave i ravni

A B C

1.3.2
l m n ( )

Uslov paralelnosti prave i ravni
Sa slike 1.11 vidimo da ako je prava p paralelna sa datom ravni « da je
tada p_L7, pa je p’- i = 0, odakle dobijamo uslov paralelnosti prave i ravni

A-l=B-m=C-n (1.3.3)
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°y

-

l
‘

Slika 1.9: Prava normalna na ravan

—

S B

F> p
n

—
. °r

Slika 1.10: Prava paralelna sa ravni

Presje¢na tacka prave i ravni

Ako prava p nije paralelna sa ravni a onda postoji jedinstvena presjecna
tacka P, pna = {P}.Koordinate tacke P dobijaju se rjesavanjem sistema od
tri linearne jednacine, od kojih dvije jednac¢ine (dvije ravni) odreduju pravu
p, a tre¢a jednacina je jednacina date ravni a. Tacka prodora se uvijek moze
odrediti kada je p- 7i # 0 tj. prava p nije paralelna sa ravni a.

Ako je prava data u kanonskom obliku, izraze se parametarske jednacine
prave p i vrijednosti x,y,z se uvrste u jednacinu date ravni a. Iz tako
dobijene jednacine odredi se parametar t. UvrStavanjem parametra ¢ u pa-
rametarske jednacine prave p dobijamo koordinate presje¢ne tacke P.

Primjer 1.3.3. Napisati jednacinu ravni « koja prolazi kroz tacku M;(—1,2, —3)

z—1 z42
i normalna je na pravoj p : — = % = —; . Na¢i prodor date prave

kroz nadenu ravan.

Rjesenje. S obzirom da je trazena ravan okomita na datu pravu p za vektor
normale ravni o mozemo uzeti vektor pravca prave p, pa je i, = (1,2,1).



20 GLAVA 1. ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU

Dakle, vektorom normale 77, i datom tackom M; ravan je potpuno odredena.
U skalarni oblik jednacine ravni A(z — x1) + Bly —y1) + C(z — z1) = 0
uvrStavamo koordinate date tacke M i vektora 77, pa nakon sredivanja do-
bijamo jednacinu trazene ravni a.

a:x+2y+z=0.

Za odredivanje tacke prodora prave p kroz ravan « izrazi¢emo parametarske
jednacine prave p:

r=1+41
p: y =2t
z=t—2

koje ¢emo uvrstiti u jednac¢inu ravni a : t+14+4t+t -2 =0=1t =

5 Uvrstavanjem parametra t u parametarske jednacine prave p dobijamo

71 11
koordinate presjecne tacke tj. tacke prodora P(E’ 3 _F)
Primjer 1.3.4. Odrediti parametre o i 5 u ravni ax + By + 2z —1 = 0 tako
r—1 y z+1
da bude normalna na pravu p : ==

1 2 -1
Rjesenge. Iz uslova normalnosti prave i ravni (1.3.2) dobijamo jednacinu:
a B 2
12 -1
o 2
2o sa=-2
1= = a
2
§ = =8=-

RIJESENI ZADACI

1. Napisati jednacinu prave koja prolazi kroz tacku M (0,1, —2) i zaklapa
sa koordinatnim osama uglove od 60°,45% i 120°.

Rjesenge.
Jednacine prave koja prolazi kroz datu tacku su u kanonskom obliku:

T -1 z+42 LS
7= y— o , gdje je p'= (I, m,n) vektor pravca prave p. Ugao
m n
izmedu prave i ose Ox je ugao izmedu vektora pravca prave p'i jedini¢nog

vektora 7 ose Ox, pa je

—

j: (1,0,0) - (I, m,n)
1] |1

l 1 1
aodavdeje === = [==|p
Je 5 = 3 5 [P

cosa = = cos 60Y,



1.3. PRAVA I RAVAN 21

Analogno, dobijamo:

<y

Cosﬁ: ﬁ: (03170)(l7m7n) :COS45O . ﬁ: v = m= 7‘—1
G 7 B2 2
k-p 1)-( -1 —1

cosy = p:(0,0, ) (’m’n)zcosl200; SR n= —[p|
1] 1] 2 2

Uvrstavanjem dobijenih vrijednosti [, m i n u jedna¢inu prave p dobijamo:

x y—1 z42 /1|_,|

p: 1 :[ :_1 = |p
2 2

4 Sl 7 |7l

~. . z y—1 242
Jednacina trazene prave p: — = =¥—+ = ——

1 V2 -1
2. Napisati jednacinu ravni « koja sadrzi tacke My (1,—2,2), M2(2,3,—1) i
normalna je na ravan 8: 3z — 2y + 2z — 6 = 0.
Rjesenje.
Potrebno je odrediti vektor normale trazene ravni n;,. Neka je rig, = (A, B, C).
S obzirom da u ravni « leze tacke M i My, tada je vektor ng okomit na
vektor M; My i na vektor normale date ravni 3 tj. na vektor ng = (3,—-2,1),
pa se vektor 7, moze dobiti kao vektorski proizvod ta dva vektora.

i ]k

— . - 5

Ng =MMyxng=|1 5 =3 |=-1—105—17k
3 -2 1

Nakon uvrstavnja koordinata vektora ng = (—1,—10,—17) i jedne od datih
tacaka npr. M (1, —2,2) u skalarni oblik jednacine ravni A(x —x1) + B(y —
y1)+C(z—21) = 0, dobijamo jedna¢inu trazene ravni o : x+10y+172—15 =
0.

3. Napisati jednacinu ravni o koja sadrzi tacku M;(—3,1,4) i pravu
r—1 y+1 =z2-2

Pr=0 =1 T 3

Rjesenje.

Prava p se moze napisati kao presjek dvije ravni. Iz datog kanonskog oblika
jednacine prave imamo:

-1 1
* 0= %, a odavde je x —1 = 0 i to je jedna¢ina prve ravni, a iz
1 -2
jednakosti y+i_z dobijamo jednacinu druge ravni 3y + z + 1 = 0.

-1 3
Trazena ravan pripada snopu (pramenu) ravni koji obrazuju ove dvije ravni.

Jednacina snopa glasi:  — 14+ X3y +2+1) =0.

Uvrstavanjem koordinata date tacke M7 u ovu jedna¢inu dobijamo param-
1

tar A = =, pa nakon vracanja dobijene vrijednosti A u jednainu snopa,

dobijamo konac¢no jednacinu trazene ravni: « : 2x 4+ 3y + z = 0.
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Napomena: U jednacini ravni o parametar D = 0 pa ova ravan prolazi kroz
koordinatni pocetak.
r—1 y—2

4. Odrediti jednacinu prave ¢q koja je simetri¢na pravoj p: 5 = 4 =

z—3

u odnosu na ravan a: x + 2y + z — 3 = 0.
Rjesenje.
Sa slike 1.11 vidimo da prvo moramo odrediti koordinate tacke prodora T’

Slika 1.11: Zadatak 4

date prave p kroz ravan a. Kroz tacku M; koja pripada pravoj p povuéi
¢emo normalu na ravan, pa odrediti tacku prodora S normale kroz ravan
«a. Tacka S je srediste duzi My Ms odakle dobijamo koordinate tacke Ma.
Trazena prava q prolazi kroz tacke T i Mo.

Prvo izrazimo parametarske jednacine prave p

r=1+2¢
y=2+4t |
z=3—-5t
pa ove vrijednosti uvrstimo u jednacinu ravni a odakle dobijamo da je
t=-—1.

Nakon vracanja vrijednosti parametra ¢ u parametarske jednacine prave p
dobijamo koordinate tacke prodora T'(—1,—2,8).

Iz tacke M;(1,2,3) povucemo normalu na ravan. Vektor pravca te normale
je paralelan vektoru normale ravni a, rg, = (1,2,1), pa je i = (1,2, 1), te je
x—1 y—-2 =z2-3

jednacina prave n:

Istim postupkom kao §to smo odredili prodor prave p kroz ravan a, tj.
tacku T, nalazimo i koordinate tacke prodora prave n kroz ravan «, tacku
1113
S <6’ 3’ 6>' Tacka S je srediste duzi M M,. Koordinate sredista duzi su
g T1+T2 Y1 +Y2 21+ 22
2 72 72

). Uvrstavanjem koordinata tacaka M; i S u
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koordinate sredista dobijamo koordinate tacke Mo.

1+ 29 1:> 2

= - €ro — ——

02, 8}
Y2

_7:> —_—

2 3 72773

sia 13 i

2 6 273

Prava ¢ je odredena tackama T i Ms, pa je jednacina trazene prave

x+1  y+2 z—8

2+1 4+2 1 8
3 3 3

odnosno

r+1 y+2 z-8

1 2 —20
5. Odrediti jedna¢inu ravni kojoj pripadaju paralelne prave
r—3 y z—1 z+1 y—1 =z
: == ipo: =< =_.
oo T Ty T Ty 12
Rjesenje.

Sa dvije paralelne prave je potpuno odredena jedna ravan. Jednaéinu ravni
odredi¢emo pomocu tri nekolinearne tacke koje pripadaju ovim pravama. Iz
kanonskih jednacina datih pravih odredimo koordinate tri tacke koje pripa-
daju ovim pravama.

Tacka M;(3,0,1) € p1, tacka Ma(—1,—1,0) € po i M3(5,1,3) € p1. Iz

jednacine 1.1.5 (jednacina ravni kroz tri tacke) odredimo jednacinu ravni.

z—3 y z—1
-4 1 -1 |=0
2 1 2

a r4+2y—22—-1=0
6. Napisati jednacinu ravni koja prolazi kroz presjek ravni a: z+y+z—1=

-1 _ y+1 =z
1 2 =2

01 pB: z—y+22z—T7=01polovi odsjecak prave p:
izmedu datih ravni.

Rjesenje.

Prvo éemo odrediti tacke prodora P; i P, prave p kroz ravni « i 3, a zatim
srediSte duzi P;P». Trazena ravan pripada pramenu ravni koji odreduju
date ravni «v i 8 1 prolazi kroz srediste duzi P Ps.

Parametarske jednacine prave p glase:

r=t+1
p: y=2t—-1
z= =2t
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Uvrstavanjem parametarskih jednacina prave p u jednacinu ravni « dobi-
jamo vrijednost parametra ¢ = 1, pa nakon uvrS§tavanja u parametarske
jednacine prave dobijamo tacku prodora P;(2,1,—2). Analogno, nakon
uvrStavanja parametarskih jedna¢ina prave p u jednacinu ravni 8 dobijamo
da je t = —1 i tacku prodora P(0,—3,2).

Srediste duzi P, P, je tacka S(1,—1,0).

Jednacina pramena ravni odredena dvjema datim ravnima glasi:
r+y+z—14+ANzr—-y+22-7)=0

Nakon uvrstavanja koordinata tacke S u jedna¢inu pramena ravni dobijamo

vrijednost parametra A = ——. Vratimo parametar A u jednacéinu pramena i

dobijamo jednacinu trazene ravni 7 : 4x 4 6y 4+ 3z + 2 = 0.
7. Odrediti jedna¢inu prave koja prolazi kroz tacku M (—5,2,—1) i sijece
rx—1 'y 2z+2

od pravim uglom pravu p: === .
pod pravim uglom pravu p: — i

Rjesenge.

Odredi¢emo jednacinu ravni 7 koja sadrzi datu tacku M i okomita je na datu
pravu p. Dakle, za vektor normale ove ravni mozemo uzeti vektor pravca
prave p'= (3,5, —2), pa jednac¢na ravni u skalarnom obliku glasi:

m 3(x+5)+5(y—2)—2(z+1)=0
m 3x+5y—224+3=0

Sada izrazimo parametarske jednacine prave p.

r=3t+1
p: y = bt
z2=—-2t—2
Ove jednacine uvrstimo u jedna¢inu ravni w i dobijemo ¢t = T Tacka
4 25 28
prodora prave p kroz ravan m je P’(l—g,—l—g,—l—g). Trazena prava q je

prava odredena tackama P’ i M:

r+5 y—2 z+1
= = '9
99 —63 -9 /

r+5 y—2 z+1

11 -7 -1

8. Odrediti jednacinu ravni koja prolazi tackom T'(2,1,—2), paralelna je sa
r—1 y—2 z+45

T =TT =7 i udaljena je od njega za v/2 jedinica.

pravcem p :
Rjesenje.
Napisa¢emo jednaéinu trazene ravni 7 u skalarnom obliku: Az + By + Cz +
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D = 0. Tacka T pripada ravni 7, pa mora vrijediti D = —2A4 — B + 2C.
Trazena ravan je paralelna sa pravcem p pa je - p = 0. Iz ovog uslova
dobijamo jednac¢inu A + B + C' = 0. Imamo uslov da je prava p udaljena
od ravni 7 za v/2. To znaéi da je to i duzina (intenzitet) vektora normale
i = VA2 + B2 4+ C? = /2. Iz naprijed navedenog dobijamo sistem od dvije
jednacine sa dvije nepoznate:

A2+ B?+(C? =2
A+B+C=0

Kvadriranjem druge jedna¢ine imamo A? + B? +C? +2AB +2BC +2AC =
0. Uvrstavanjem prve jednacine u prethodno dobijenu jedné¢inu dobijamo
2+ 2AB+2BC + 2AC = 0, a nakon sredivanja

AB+ AC + BC = —1 (1.3.4)

U obrazac za udaljenost tacke od ravni uvrstimo tacku sa prave p, to je
tacka (1,2, —5)

A+2B— D

|A + 5C + |:\/§

VA2 + B4 (C?
|A+2B—5C —2A—-B+2C| _

VA2 + B2 4 C? a

|- A4+ B-3C|=2

V2

Imamo dva slucaja
19 Ako je —A+ B —3C > 0 u tom slucaju imamo:

—-A+B-3C=2
A+B+C=0

Rjesavanjem ovog sistema dobijamo A = —1 — 2C, B = 1 + C. Ovako
dobijene koeficijente uvrstavamo u jednacinu(1.3.4), pa nakon sredivanja
dobijamo jedna¢inu —3C(C' + 1) = 0. Dakle, C =01ili C = —1.

Za C =0: A= -1, B=1. Koeficijenti A, B i C' zadovoljavaju uslov
—A+ B —3C >0, pa jednacina trazene ravni glasi:

—r+y+1=0

Za C = —-1: A =1, B =0. Koeficijenti A, B i C zadovoljavaju uslov
—A+ B —3C >0, pa jednac¢ina trazene ravni glasi:

r—z—4=0
20 Ako je —A + B — 3C < 0 u tom slu¢aju imamo:

—A+B-3C=-2
A+B+C=0



26 GLAVA 1. ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU

Rjesavanjem ovog sistema dobijamo A = 1 — 2C, B = C' — 1, pa ponovo
uvrStavamo dobijene koeficijente A, B i C' u jednacinu (1.3.4). Nakon
sredivanja dobijamo da je C' = 0 ili C' = 1. Za obe ove vrijednosti do-
bijamo ponovo iste jednacine ravni kao u prvom slucaju.

Dakle, zaklju¢ujemo da imamo dva rjesenja tj. dvije ravni koje zadovolja-
vaju trazene uslove. Jednacine tih ravni glase: —z+y+1=0 i z—2z—4 =0.

Zadaci za samostalan rad.



