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PREDGOVOR

Ova skripta priredena su prema vazecem nastavnom programu predmeta Mehanika 2, koji se izvodi u lll
semestru | ciklusa studija na svim odsjecima Masinskog fakulteta u Banjoj Luci.

Nastavno gradivo predmeta Mehanika 2 obuhvata dvije oblasti mehanike, i to Kinematiku i Dinamiku. Obim
gradiva prilagoden je fondu casova predavanja i vjezbi (4+3). U skriptama je gradivo izloZzeno prirodnim
redosljedom po kome je prvo obradena kinematika tacke, kinemtaika krutog tijela, potom dinamika
materijalne tacke i dinamika materijalnog sistema i krutog tijela. Ipak, moguce je odstupiti od datog
redosljeda gradiva i bez ikakvih teskoca prvo obraditi kinematiku i dinamiku materijalne tacke kao jednu
cjelinu, a potom kinematiku i dinamiku materijalnog sistema i krutog tijela.

Ovaj sazeti tekst svakako ée pomodi studentima u pripremanju ispita iz ovog fundamentalnog predmeta
tehnicke struke. Studenti se upucuju da Sira i dublja saznanja iz podruc¢ja Tehnicke mehanike, koja se
obraduju u ovom nastavhom predmetu, steknu iz odgovarajuée nastavne literature, udzbenika i zbirki
zadataka, dostupnih u bibliotekama i na internetu.
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UVOD U MEHANIKU

MEHANIKA je nauka o opstim zakonima mehanickih kretanja i ravnoteze materijalnih tijela.

Zadatak mehanike, najopstije receno, sastoji se u proucavanju kretanja matrijalnih tijela, tj. prouc¢avanju
promjene polozaja tijela i njegovih dijelova u prostoru tokom vremena. U toku kretanja razli¢ita tijela mogu
da vrse, jedna na druge, mehanicki uticaj, npr. podsti¢uc¢i njihova kretanja ili im se suprotstavljajuci. Takav
medusobni uticaj jednog tijela na kretanje drugog tijela naziva se sila.

RavnoteZa tijela predstavlja poseban slucaj mehanickog kretanja, pa je zadatak mehanike, takode,
proucavanje ravnoteze materijalnih tijela.

Podjela mehanike:

e Teorija kretanja i ravnoteze apsolutno krutih tijela (mehanika krutog tijela)

e Teorija kretanja i ravnoteZze deformabilnih tijela (teorija elasti¢nosti i plasti¢nosti)

e Teorija kretanja i ravnoteZze tecnih i gasovitih tijela (hidromehanika i aerodinamika, mehanika
fluida)

Mehanika krutog tijela moZe se podijeliti na statiku, kinematiku i dinamiku.

Statika proucava ravnotezu materijalnih krutih tijela.
Kinematika se bavi proucavanjem kretanja materijalnih tijela, sa geometrijskog stajaliSta, ne uzimajuci u
obzir sile koje to kretanje izazivaju.

Dimanika prucava kretanje materijalnih tijela pri djelovanju sila, tj. dovodi u vezu kretanje materijalnih tijela
sa mehanickim uticajima (silama) koji djeluju na tijela.

Bazu mehanike krutog tijela ¢ine Njutnovi zakoni:

e Prvi zakon: Svaka materijalna tacka ostaje u stanju mirovanja ili jednolikog pravolinijskog kretanja,
sve dok djelovanjem sile ne bude prinudena da to stanje promjeni.

e Drugi zakon: Promjena koli¢ine kretanja materijalne tacke proporcionalna je sili koja djeluje na nju i
vrsi se u pravcu i smjeru djelovanja sile.

e Tredi zakon (zakon akcije i reakcije): uzajamni mehanicki uticaji dvaju tijela ispoljavaju se silama
jednakog intenziteta i pravca, a suprotnih smjerova.

Predmet Mehanika 2 podijeljen je na dva dijela: kinamtiku i dinamiku. Kinematika je podijeljena na
kinematiku tacke i kinematiku krutog dijela, dok je dinamika podijeljena na dinamiku materijalne tacke,
dinamiku materijalnog sistema i dinamiku krutog tijela.



KINEMATIKA



UVOD U KINEMATIKU

Kinematika je dio teorijske mehanike u kome se proucavaju mehanicka kretanja tijela ne uzimajudi
u obzir njihovu masu i sile koje dejstvuju na njih. U kinematici se proucavaju geometrijska svojstva kretanja
tijela, te se kinamtika naziva jo$ i geometrijom kretanja.

Pod mehanickim kretanjem podrazumijeva se promjena poloZaja koje tokom vremena jedno
materijalno tijelo vrsi u odnosu na drugo materijalno tijelo. Mehanic¢ko kretanje tijela je moguce proucditi
samo ako postoji drugo tijelo (posmatrac) u odnosu na koje vr§imo uporedivanje, tzv. referentno tijelo. Pri
proucavanju kretanja u kinematickom smislu, referentno tijelo se uvijek moze smatrati nepokretnim. Kada
analiticki opisujemo polozZaj tijela , referentno tijelo (posmatraca) predstavljamo tackom O, a prostor u
odnosu na koji se tijelo krece prikazujemo prostornim koordinatnim sistemom (referentnim sistemom), npr.
Dekartovim koordinatnim sistemom sa poc¢etkom u tacki O.

a

Kretanje tacke ili tijela u odnosu na apsolutno nepokretni sistem referencije naziva se apsolutno
kretanje. Kretanje tacke ili tijela u odnosu drugo pokretno tijelo naziva se relativno kretanje.

Kretanje tijela se vrsi tokom vremena u prostoru, te stoga kinematika uvodi u analizu dvije velicine:
duZinu (L) i vrijeme (t), a njihove osnovne jedinice su metar i sekunda.

Vrijeme u klasi¢noj mehanici je pozitivna skalarna veli¢ina koja se neprekidno mijenja i uzima se za
nezavisno promjenljivu veli¢inu, koju obiljeZzavamo sa t. Sve ostale veli¢ine u kinematici se posmatraju kao
funkcije vremena. Prilikom mjerenja vremena uvodimo pojam pocetnog trenutka vremena, odredenog
trenutka vremena i intervala vremena.

Pocetni ternutak vremena naziva se trenutak od kada pocinjemo da mjerimo vrijeme, tj. od kada
pocinjemo da posmatramo kretanje. Obi¢no se usvaja da je pocetni trenutak vremena (t,=0). Vrijeme
neprestano tece i argument (t), u funkciji koga definiSemo sve kinematicke veliCine, je pozitivha rastucéa
veli¢ina.

Odredeni trenutak vremena (t) definiSe se brojem sekundi koji su protekli od pocetnog trenutka
vremena.

Interval vremena At=t,—t; naziva se vrijeme koje protekne izmedu dvije odredene pojave, tj. razlika
izmedu bilo koja dva trenutka vremena.

U kinematici se proucava kretanje krutih tijela, tj. tijela koja ne mijenjaju svoj oblik (nepromjenljiv
razmak izmedu bilo koje dvije tacke tijela). Kretanje nekog tijela poznajemo ako poznajemo poloZaj svake
tacke tog tijela u toku vremena kretanja. Zbog toga je potrebno prvo proucditi kretanje tacke, a zatim tijela.
Stoga se i kinemtika moZze podijeliti na:

1. Kinematku tacke
2. Kinematku krutog tijela

Tacka u kinematickom smislu je geometrijska tacka koja mijenja poloZaj u prostoru u toku
vremena. Tacka moze biti uocena tacka nekog tijela, npr. My,M,, ... ili to moze biti tijelo zanemarljivo malih
dimenzija.



KINEMATIKA TACKE
OSNOVNI ZADATAK KINEMATIKE TACKE

U kinematici tacke rjesavaju se dva osnovna problema:

e Ustanovljavanje analitickih postupaka za definisanje kretanja tacke u odnosu na utvrdeni sistem
referencije;

e (QOdredivanje, na osnovu zadatog zakona kretanja, svih kinematickih karakteristika kretanja
tacke u koje spadaju: trajektorija tacke, brzina i ubrzanje tacke.

Zavisnost izmedu proizvoljnog poloZaja tacke u prostoru i vremena odreduje zakon kretanja tacke,
pa je osnovni zadatak konematike tacke proucavanje zakona kretanje tacke.

Putanja ili trajektorija tacke je zamisljena neprekidna linija koju opisuje pokretna tacka M u
prostoru. Dio putanje izmedu dva uzastopna polodaja tacke M naziva se predeni put. Jednacinu putanje
tacke moguce je odrediti eliminisanjem vremena (parametra t) iz zakona kretanja tacke.

Zavisno od oblika putanje tacke, razlikuje se pravolinijsko i krivolinijsko kretanje tacke.

Proucavanje kretanja tacke vrsi se u odnosu na uslovno apsoplutno nepokretni sistem referencije.
Za definisanje proizvoljnog krivolinijskog kretanja tacke u prostoru najcesée se primjenjuju sljedeée tri
postupka:

1. Vektorski
. Analiticki (koordinatni)
3. Prirodni

N

VEKTORSKI POSTUPAK ODREDIVANJA
PROIZVOLINOG KRIVOLINIJSKOG KRETANJA TACKE

Polozaj tacke M koja se krece potpuno je odreden vektrom poloZaja [, Ciji je pocetak u nekoj
nepokretnoj tacki O, a kraj u pokretnoj tacki M. PoSto tacka M mijenja poloZaj u odnosu na tacku O tokom
vremena, mijenja se i vektor poloZaja I po intenzitetu, pravcu i smjeru. Prema tome, vektor poloZaja
predstavlja vektorsku funkciju vremena t :

F=r(t)

koja se zove zakon kretanja tacke u vektorskom obliku ili kona¢na jednacina krivolinijskog kretanja tacke u
vektroskom obliku. Vektor poloZaja ' mora biti neprekidna funkcija vremena, jednoznacna i dva puta
diferencijabilna.

Putanja tacke dobije se konstrukcijom geometrijskih mjesta krajeva vektora poloZaja T i naziva se hodograf
vektora poloZaja T .




ANALITICKI (KOORDINATNI) POSTUPAK ODREDIVANJA KRETANJA TACKE

a) Dekartov pravougli koordinatni sistem

Vektor poloZaja I tacke M mozZe se predstaviti u obliku
F=r(t)=x(t)i +y(t)]+z(t)k
gdje su T, ] i kK jedini¢ni vektori osa X, Yy i z . Vektorskoj funkciji T odgovaraju tri skalarne funkcije
x=x(t), y=y(t), z=z(t)

koje se zovu zakon kretanja ili konacne jednacine krivolinijskog kretanja tacke u Dekartovim koordinatama.

Eliminacijom parametra t iz jednacina kretanja dobija se jednacina linije putanije tacke.

b) Polarno cilindricni koordinatni sistem. Polarne koordinate.
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Polozaj tacke M odreden je pomodu koordinata
r=r(t), ¢=0), z=z(t)
koje se zovu zakon kretanja ili konaéne jednacine krivolinijskog kretanija tacke u polarno cilindri¢nim

koordinatama. Rastojanje. OM = je polarno rastojanje i naziva se poteg, a ¢ je polarni ugao.
Ako se tacka M krece u ravni XOy, onda je poloZaj tacke odreden koordinatama

r=rt), =9
koje se nazivaju zakon kretanja ili konacne jednacine krivolinijskog kretanja tacke u polarnim

koordinatatama, i dobiju se za z=0.

PRIRODNI POSTUPAK ODREDIVANJA KRETANJA TACKE

Ako je poznata putanja (linija putanje tacke-
hodograf vektora polozaja tacke), onda je poloZaj tacke M
potpuno odreden luénom (krivolinijskom) koordinatom S.
Na putanji se uoci nepokretna tacka A, koja se uzme za
referentnu tacku, i jedan smjer se usvoji kao pozitivan a
drugi kao negativan. Orijentisani luk S tada jednoznacno
odreduje poloZaj tacke M na putanji. Ako se tacka krece
duz? krive, onda se koordinata S mijenja tokom vremena, tj.

s=s(t).

+ Ova jednacina naziva se konacna jednacina kretanja

tacke po putaniji ili zakon kretanja tacke po putaniji.




BRZINA TACKE

Vektor brzine tacke karakteriSe promjenu vektora poloZaja u svakom trenutku vremena.
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Pojam brzine tacke bice objasnjen sljedec¢im razmatranjem. Posmatrajmo dva poloZaja tacke na putanji, M i

My, koji odgovaraju vremenskim trenucima t i t, =t+At. Velicina At je kona¢ni vremenski interval u

kome tacka prede iz poloZaja M u poloZaj M, a vektor poloZaja se promjeni za AT . Ova veli¢ina naziva se
vektorski prirastaj vektora poloZaja I’ _pokretne tacke.

Vektor srednje brzine tacke je definisan koli¢nikom:
AF  T(t+At)-F(t)
V., =—=
At t, -t

Vektor srednije brzine ima isti pravac i smjer kao vektor AT, tj. usmjeren je u smjeru kretanja tacke.

Srednja brzina tacke u nekom intervalu vremena karakteriSe promejnu vektora poloZaja posmatranu za
interval kao cjelinu, tako da na osnovu srednje brzine ne mozemo niSta zakljuciti o na¢inu promjene
poloZaja tacke unutar intervala At. Ukoliko je interval At maniji , utoliko srednja brzina precizinije
pokazuje promjenu poloZaja tacke u toku vremena.

Vektor brzine taéke V u datom trenutku vremena t je veli¢ina kojoj teZi vektor srednje brzine tacke kada
interval vremena tezi At nuli, tj. jednak je prvom izvodu vektora poloZaja ta¢ke po vremenu

AFdr o .
—=—=F

li =lim—=
a0 T A0 At dt

Dacemo fizicko tumacenje ovoj definiciji brzine: Posto je vektor V. usmjeren duz vektora pomjeranja AT,
to kada interval At -0 onda i AT — 0, tj. tatka M, postaje beskonagno bliska tac¢ki M, odnosno u
grani¢nom slucaju poklapa se sa tackom M. Pravac vektora AF teZi pravcu luka dsT = dF u taki M, tj. tezi
pravcu tangente T na putanju u tacki M.

Iz ovog slijedi: Vektor brzine V tacke u datom trenutku vremena ima pravac tangente na trajektoriju u
odgovrajucoj tacki, a usmjeren je u smijeru kretanja tacke.

Vektor brzine tacke pri proizvoljnom kretanju karakteriSe tokom vremena promjenu vektora poloZaja tacke
po intenzitetu, pravcu i smjeru.

Intenzitet vektora brzine ¥ jednak je intenzitetu prvog izvoda vektora poloZaja po vremenu

_oo|dr
w5
a nije jednak
211
dt

= d|r
(Pri kretanju tacke po kruznoj putanji je intenzitet vektora polozaja |I’| =const, paje % = 0. Medutim,

kako se mijenja pravac i smjer vektora poloZaja onda je brzina tacke razli¢ita od nule. )



Ako se tacka krece tako da se vektor brzine mijenja po pravcu, onda tacka vrsi krivolinijsko kretanje, a ako
je vektro brzine tokom vremena konstantnog pravca, onda tacka vrsi pravolinijsko kretanje.

Ako se tacka krece tako da je vektor brzine konstantnog intenziteta, za takvo kretanje kazemo da je
ravnomjerno. U suprotnom je kretanje promjenljivo.

Dimenzija brzine je

[duZina] B

[v]=1A

[vrijeme]

m
U tehnickom sistemu mjera dimenzija brzine je metar u sekundi [—}
S

UBRZANJE TACKE

Vektor ubrzanja tacke karakteriSe promjenu vektora brzine tacke u svakom trenutku.
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Neka se u trenutku t tacka nalazi u poloZaju M odredenim vektorom poloZaja Ar i nekaima brzinu V, a u

trenutku t, =t+ At tacka je u poloZaju M, i ima brzinu V; =V+AV. Ovo znaci da je u vremenskom

intervalu At vektor brzine tacke dobio vektorski prirastaj AV, koji karakterise promjenu vektora brzine po
pravcu i intenzitetu. Ako u tacku M prenesemo paralelno vektor brzineV, i konstruiSemo paralelogram u

kojem je vektor V, dijagonala, onda je jedna stranica vektorski prirastaj AV brzine V . Dijeljenjem vektora
AV sa intervalom vremena At, dobi¢emo srednje ubrzanje za interval vremena At
AV V(t+AL)-V(1)
AL -t
Vektor srednjeg ubrzanja tacke utoliko tacnije odrazava promjenu vektora brzine ukoliko je manji interval
vremna At.

Vektor ubrzanja tacke u datom trenutku vremena dobijemo za grani¢ni sluéaj, kada At - 0,

AV dvV -
a=Ilima_ =lim—-= =V
A0 T A0 At dt

Kako je vektor brzine tacke jednak izvodu po vremenu vektora poloZaja tacke, mozZe se napisati da je
_ dv_d(dF)_ di¥F -
a= r
dt dildt) dt®

Vektor ubrzanja tacke u datom trenutku vremena jednak je prvom izvodu vektora brzine tacke po vremenu,
ili drugom izvodu vektora poloZaja tacke po vremenu.

U opstem slucaju krivolinijskog kretanja tacke vektor ubrzanja karakteriSe promjenu vektora brzine tacke
tokom vremena po intenzitetu, pravcu i smjeru. 1z ovog slijedi da je ubrzanje tacke jednako nuli samo kada
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je brzina tacke tokom vremena konstantna po pravcu i intenzitetu, tj. u slucaju ravnomjernog

pravolinijskog kretanja.
Intenzitet vektora ubrzanja jednak je intenzitetu vektora brzine po vremenu

o _ . d]yv]
, a nije jednak |a|¢—.
dt

o |dv
&=

(Primjer krivolinijskog kretanja kada je vektor brzine konstantan po intenzitetu a ne i po poravcu)

Dimenzija ubrzanja je

e s S

BRZINA | UBRZANJE U DEKARTOVIM KOORDINATAMA

dr d d - — er* 4 dZ—» d d d
V=—=—|Xi k)l=—i+=j+—k=xi +Vyj+12k
dt dt( +Yi+ak) TP A

Izvodi po vremenu jedini¢nih vektora jednaki su nuli.

f=v-{FyieE

Analogno se moze izvesti i ubrzanje u Dekartovim koordinatama

Intenzitet brzine je

— d\_i d Nd g e dX od dy e d dZ - e Ny d el
Ad=—=—/|Xi Kl=—i+—=Lj+—k =Xi Zk
q U T E) =T e T g A
Intenzitet ubrzanja je
2 o2 2
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BRZINA | UBRZANJE TACKE U POLARNIM KOORDINATAMA

Uvodimo dva okomita jedini¢na (bazna ) vektora €, i € , u pravcu potega i u pravcu normalnom na poteg,

tako da se vektor polozaja tacke moze prikazati kao = rer .

Y A

Putanja tacke

Jedini¢ni vektori mijenjaju pravac pri kretanju tacke P, tj. zavise od vremena i postoje njihove derivacije (za
razliku od jedini¢nih vektora Dekartovog koordinatnog sistema, koji su nepokretni).

Jedini¢ni vektor €, ima intenzitet jednak 1, a promjena tog vektora pri infinitezimalnoj promjeni ugla d¢
koja nastaje u infinitezimalnom trenutku vremena dt, moZe se vidjeti na gornjoj slici. Dakle,
infinitezimalna promjena dér ima intenzitet 1-dg (iz |§r|d(p) i okomita je na vektor €, Sto odgovara

pravcu drugog jedini¢nog vektora é{p. MoZemo napisati :

" _ de, de . .
dé =dp-€ = —L=—T"8 =¢8
P % d dt * P

Slicno, promjena jedini¢nog vektora é(p je vektor dé’w intenziteta 1-d¢ i pravca okomitog na vektor é(p,

$to odgovara pravcu vektora —€,, pa je

de, =de-(-€) = %=—Z—?ér=—gbér
Vektor brzine tacke je
0=0 Q)= v % s s =y, 4y
dt dtt Y dt T dt v

Vidimo da vektor brzine ¢ine dvije komponente, radijalna brzina i poprecna (cirkularna) brzina, Ciji
intenziteti iznose

vV, =[ -radijalna brzina
v, = ro - poprecna (cirkularna) brzina

Treba primijetiti da je popre¢na komponenta brzine vektor koji je okomit na poteg r i da se u opStem
slu¢aju ne poklapa sa pravcem tangente na putanju u datom poloZaju tacke P.

V|=v =V} +V.

Intenzitet brzine je

Ubrzanje tacke je

a= av i(r‘é +r'é)—£é +r’dér @ d(oe +r ;%o _
dt dtt o) T dt d it
= {6, + I8, + IE, + T8, +rg(- (I’—I’(/) )& +(2tp+ri)E, =4 +38,
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Ubrazanje tacke takode Cine dvije komponente, radijalna i poprecna (cirkularna), a njihovi intenziteti su:

a = (i" - rgbz) - radijalno ubrzanje,

a, = (2l‘(b+ rgo) - popreéno (cirkularno) ubrzanje.

Intenzitet ubrzanja je

C
Ako poteg mjerimo od centra kruZnice onda je r =const, paje F=i=0.

Tada je radijalna brzina jednaka nuli, vV, = =0, a brzina ima samo popre¢nu komponentu

¢iji se pravac podudara sa pravcem tangente na kruZnicu (putanju tacke) .

Ubrzanje tacke je

a intenziteti komponenata su

do

U op3tem sluéaju jedini¢ni vektor potega prede ugao d¢ u vremenskom intervaludt . Omjer E =@

) . . o .. | rad _
naziva se ugaona brzma | cesto se oznacava sa w ,a Jedlnlca Za ugaonu brzmu je ‘:—:| = [S l:| .
S

do

Derivacijom ugaone brzine po vremenu dobije se ugaono ubrzanje E = @, koje se Cesto oznacavasa ¢ i

... |rad P
ima jedinicu | — [=[S™" |.
o [s7)
U posebnom slucaju, kada je ugaona brzina konstantna, ¢ = @ = const, onda je brzina tacke na kruznici

stalnog intenziteta V =r'w, a poprecno ubrzanje je jednako nuli. Ipak, radijalna komponenta ubrzanja ima
intenzitet a, = o’ i usmjerena je ka centru kruznice, a karakterise poromjenu pravca vektora brzine.

12



Centralno kretanje

Jos jedan slucaj kretanja tacke u ravni je tzv. centralno kretanje. Kod ovakvog kretanja vektor ubrzanja
stalno je usmjeren ka jednoj tacki, tj. centru Z (pravac vektora ubrzanja stalno prolazi kroz jednu tacku).
Ovakvo kretanje postoji u prirodi, na ovaj nacin krecu se planete oko Sunca.

Putanja

Kod centralnog kretanja iSCezava poprecna komponenta ubrzanja ako ishodiste koordinatnog sistema
postavimo u centar Z:

a,=0 = 2r¢+r¢:1-%(r2¢)=0 = r’¢p=const
r

1
Ovaj rezultat se moze prikazati preko povrsine dA = Er -rd¢, koju opise poteg r pri pomjeranju za ugao

d¢e, odakle proizilazi da je

—==r
d 2 dt 2

Ova veli¢inu naziva se sektorska brzina i predstavlja brzinu promjene povrsine u jedinici vremena koju

dA_1.dp 1.,

2
S S . " .. |m
opisuje vektor polozaja I pri kretanju tacke. Dimenzija sektorske brzine je {—}
S
Pri centralnom kretanju sektorska brzina je konstantna, r2¢'> =const . U fizici je ovo poznato kao Keplerov

zakon, koji kaze da poteg koji spaja planetu sa Suncem pri kretanju planete opisuje jednake povrsine u
jednakim vremenskim intervalima.

BRZINA | UBRZANJE U PRIRODNOM KOORDINATNOM SISTEMU

U nekim sluc¢ajevima zgodno je prostorno kretanje tacke opisati pomodu koordinatnog sistema smjestenog
u tacki P koji se krece po putanji zajedno sa tackom. To je tzv. prirodni _koordinatni_sistem koji ima

ortogonalne jedinicne vektore: € - u smjeru tangente, € - u smjeru glavne normale, € - u smjeru

binormale. Jedini¢ni vektori u ovom redosljedu odreduju desni koordinatni sistem. Tangenta i glavna
normala odreduju ravninu (oskulatornu ravan) u kojoj je i trenutna zakrivljenost krive. Jedini¢ni vektor

glavne normale €, uvijek je usmjeren ka lokalnom sredistu (centru) zakrivljenosti. Putanja tacke u polozaju
P ima lokalnu zakrivljenost p, koju nazivamo polupreénik krivine putanje u tagki. Cesto se ovaj polupreénik

zakrivljenosti oznacavaisa R, .
Polozaj tacke na putanji odreden je duzinom luka S (podsjetimo, S = s(t) je zakon kretanja tacke po putu), a

vektor poloZaja tacke P je u tom sludaju = F(S(t)) .
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Putanja tacke

Brzina tacke je po definiciji promjena vektora poloZaja u datom trenutku vremena

g_dr_dr ds
S dt ds dt

Kako prirastaj vektora polozaja dF ima pravac tangente na putanju tacke, onda je intenzitet (modul) ovog
prirastaja

o e el = ~ dr

|dr| =ds, paje dr =|dr|-et =ds-€,, odnosno P

S

M|

T

dr ~
Ovo znadi da je koli¢nik d_ jedini¢ni vektor tangente,€,, i usmjeren je u stranu porasta krivolinijske
S

koordinate S .
Vektor brzine tacke sada je
_dr ds ds. ..
V=—o —=—8§ =S$¢
ds dt dt
. . s ds .
a intenzitet vektora brzine je |V| =V=—=S5.

dt

Ako je poznat intenzitet brzine tacke, moguce je odrediti krivolinijsku koordinatu S iz

t
5= Iv(t)dt+so.

ty
Ubrzanje tacke definise promjenu brzine u odredenom trenutku vremena
. v d, . dv_ dg
d=—=—(v)=—F8 +v—".
dt dt dt dt

NalaZenje vremenske derivacije jedinicnog vektora pokazano je u prethodnoj lekciji (polarne koordinate),
tako da e sli¢an postupak biti pokazan i ovdje.

Jedini¢ni vektor € u poloZaju P promjeni se kada se tacka pomjeri po putanji iz poloZaja P u polozaj P’, pri
promjeni ugla d¢ za vrijeme dt. U poloZaju P’ je vrijednost jedini¢nog vektora € +d& . Promjena dg,
vektora €, ima pravac prema sredistu zakrivljenosti M, tj. pravac jedini¢nog vektora normale €, , a veli¢ina
promjeneje 1-dg.

Prirastaj luka dS od P do P’ odreden je polupreénikom zakrivljenosti pi infinitezimalnim putem dg, tj.

ds = pdg, sto daje dgozﬁ.
Yo,
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Promjena d€, jedini¢nog vektora €, sada je
_ _ ds_ dg 1lds_. v
|-6,=1-dp-& =—§&, , aodavdeje —L=——"§ =—
Yo, dt pdt Yo,

Vektor ubrzanja tacke sada je

2

dv _dv. v . .
€ =—6+—6 =3 +4a,.
dt 2,

_ _ Vv
a=—=&+v—
dt o,
Ubrzanje tacke odredeno je vektorskim zbirom dviju komponenata od kojih je jedna usmejrena duz
tangente na putanju tacke, a druga duz glavne normale i uvijek ima smjer prema sredistu zakrivljenosti

(usmjerena u konkavnu stranu putanje ka centru krivine).

a=.a>+a’.

Komponenta ubrzanja usmjerena duZ tangenti naziva se tangencijalno (tangentno) ubrzanje tacke i ima
intenzitet

Intenzitet vektora ubrzanja je

dt  dt?

a komponenta usmjerena duzZ normale naziva se normalna komponenta i ima intenzitet

2 12
Y S
a,=—=—
p P
Tangencijalno ubrzanje karakteriSe promjenu brzine tacke po intenzitetu, a normalno ubrzanje karakterise
promjenu pravca vektora brzine.

Vektor ubrzanja tacke leZi u ravni vektora €, i €, tj. u oskulatornoj ravni.

Poseban slucaj kretanja po kruznoj putanji

Pri kretanju tacke po kruznici duzina luka S kojeg opiSe pokretna tacka moZe se iskazati proizvodom
poluprecnika r kruZnice i ugla @ koji je u opstem slucaju funkcija vremenat, ¢ = go('[) ,
S=rgp

Kako je poluprecnik zakrivljenosti kruznice p =T =Const, onda je intenzitet brzine tacke

. ds_d, o\ dp_
V=% (r )_rdt

=— = ro.
dt dt ?

Vektor ubrzanje tacke
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d=d+4d =3

Intenziteti tangentne i normalne komponente ubrzanja su

8 =1

a =rg°.

.2
_ ST - Lo
et+—r €, =rpe +ro'e,.

Vektori brzine i ubrzanja tacke ne zavise od izbora postupka (koordinatnog sistema) kojim ih odredujemo,
ve¢ od prirode kretanja tacke Sto je odredeno konacnim jednacinama kretanja tacke. Pravac, smjer i
intenzitet vektora brzine i ubrzanja tacke ostaje isti bez obzira na izbor postupka kojim ih odredijemo, a
jednacine koje koristimo pri odredivanju brzine i ubrzanja su sljedede:

Postupak Zakon kretanja Brzina Ubrzanje
Vektorski postupak Lo _oar . L - v . -
POSTUP F=F(t) V=—=Xi+yJ+2k |d=—=%Xi +Vj+7k
dt dt
X = X(t) . dx . dy , dz dx .. dy . dz
Dekartove y=y(t) X:E, :E’Z:E :EJ/:E,Z:E
koordinate > — > —
z=2(t) V=X +y +12 a=\X"+y +12
Koordinatni  _
postupa R
— = = gp
Polame | 1=r(t) T "la=(r-rg’)e +(2rp+rip)e
koordinate | ¢ = ¢(t) V= V2 +V2
r 4 2 2
a=,/a +a,
_ds. . 2
V= & =% i-d+a-Ve Ve
Prirodni postupak s =s(t) ds dt P
== _ 2 2
v at a=,/a +a;
I -
y N
X:fli” e
) y =falt) Qy i
=1 @ T
dy / /
- E VI
Bahn \ f -
Ly ap ./ 1 /50‘
\ ~
\ -
s \ i
% - x|
M
,‘q‘\'\\ % T
T =4(t)
X
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NEKI PRIMJERI PRAVOLINISKOG | KRIVOLINIJSKOG KRETANJA TACKE

a) Ravnomjerno (jednoliko) kretanje tacke

o4
F <

-
4

d) Kruzno kretanje tacke

e) Harmonijsko kretanje tacke




KINEMATIKA KRUTOG TIELA

ODREDIVANIJE POLOZAJA KRUTOG TIJELA U PROSTORU
Pod krutim tijelom u mehanici se podrazumijeva tijelo koje ne mijenja svoj geometrijski oblik.

Pod poloZajem krutog tijela u prostoru podrazumijeva se poloZaj svih tacaka tijela u odnosu na utvrdeni
sistem referencije. S obzirom da su kod krutog tijela uzajamna rastojanja tacaka nepromjenljiva , mogucde je
poloZaj bilo koje tacke krutog tijela pri njegovom kretanju jednoznac¢no odrediti ako je poznato odstojanje
te tacke od ostalih tacaka tijela.

Iz geometrije je poznato da je polozZaj krutog tijela u prostoru odreden polozajima tri nekolinearne tacke
tog tijela. Pri kretanju krutog tijela, poloZaj svih tacaka tijela u odnosu na tacke A, B i C jednoznacno je
odreden i stoga je za definisanje polozaja krutog tijela u prostoru dovoljno da se zna polozaj tri
nekolinearne tacke A, B i C tijela. Odavde slijedi da ako je poznat polozaj tri nekolinearne tacke krutog
tijela, onda je moguce odrediti poloZaj ma koje tacke tijela za vrijeme kretanje tijela u prostoru.

PoloZaj slobodnog krutog tijela pri kretanju u prostoru u odnosu na proizvoljni sistem referencije odreden
je_sa Sest nezavisnih parametara (svakoj tacki odgovaraju tri nezavisna parametra-koordinate; od devet
parametara koji definiSu poloZaj tri tacke treba oduzeti tri jednacine veze izmedu tih tacaka-rastojanja
izmedu tacaka koja su nepromjenljiva; na taj nacin ostaje Sest nezavisnih parametara).

4

Ako se uodi bilo koja tacka M krutog tijela njene koordinate takode moraju zadovoljiti ovakve jednacine,
kojim se izrazava nepromjenljivost rastojanja tacke M od tac¢aka A,Bi C.

Broj nezavisnih parametara, pomocu kojih se moZe jednoznacno odrediti poloZaj krutog tijela u prostoru u
odnosu na proizvoljno izabrani sistem referencije, naziva se broj stepeni slobode krutog tijela.

Broj stepeni slobode krutog tijela ili tacke oznacava broj nezavisnih kretanja koje tijelo ili tacka moze da
izvodi u prostoru.

Tacka ima tri stepena slobode, jer njen poloZaj pri kretanju u prostoru odreduju tri nezavisne koordinate: x,
y i z. Slobodno kruto tijelo u prostoru ima Sest stepeni slobode kretanja, jer ga odreduje Sest nezavisnih
parametara. To znaci da moZe da izvodi Sest nezavisnih kretanja: tri translatorna pomjeranja u pravcu tri
ose i tri obrtanja oko tri medusobno upravne ose.

Ukoliko postoje dodatna ogranicenja koja poticu od drugih tijela-mehanickih veza, broj stepeni slobode se
smanjuje.

PoloZaj krutog tijela u prostoru moZe biti odreden preko nezavisnih parametara koje nazivamo
generalisane (opste) koordinate. Generalisane koordinate tijela ili tacke su nezavisni parametri pomocu

kojih se moze jednoznacno odrediti polozaj tijela u svakom trenutku vremena u odnosu na izabrani sistem
referncije.

Osnovna kretanja krutog tijela su translatorno i obrtno kretanje. Iz ovih osnovnih kretanja sastoje se sva
ostala kretanja djelimi¢no vezanih (neslobodnih) krutih tijela.
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IzvrSena je podjela kretanja krutog tijela na:

1) Translatorno kretanje

2) Obrtanje oko nepokretne ose
3) Ravno kretanje

4) Obrtanje oko nepokretne tacke
5) Opste kretanje

6) SloZeno kretanje

Translatorni dio kretanja definise se zakonima kretanja neke uocene tacke tijela (pol na slici oznacen sa A),
a obrtni dio kretanja se definiSe uglovima obrtanja oko osa. Na slici su prikazani primjeri kretanja krutog
tijela i odgovarajudi broj koordinata koje definiSu broj stepeni slobode kretanja za dati tip kretanja tijela: a)
ravno kretanje krutog tijela, b) sferno kretanje krutog tijela, c) obrtanje tijela oko nepokretne ose, d)
translatorno kretanje krutog tijela.

Osnovni zadaci kinematike krutog tijela analogni su zadacima kinematike tacke:

1) Utvrdivanje matematickih metoda za definisanje polozaja krutog tijela pri kretanju u prostoru u
odnosu na izabrani sistem referencije

2) Odredivanje kinematickih karakteristika krutog tijela kao cjeline i svake tacke tijela posebno na
osnovu poznatih jednacina kretanja tijela.
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TRANSLATORNO KRETANJE KRUTOG TIJELA

Translatorno kretanje krutog tijela je takvo kretanja pri kojem se prava ili duz nepromjenljivo vezana sa

tijelom pomijera zajedno sa njim tako da uvijek ostaje samoj sebi paralelna.

Putanje svih tacaka tijela su istovjetne - identi¢ne linije, samo medusobno pomjerene u prostoru.

B1

Ay

&

Ako je poznat pocetni poloZaj tijela onda se cjelokupno kretanje tijela mode izuciti preko kretanja samo
jedna tacke-pola. Ako se zna poloazaj tacke A u svakom trenutku vremena, poloZaj bilo koje tacke, npr.B,

odreduje se pomocu vektora

—

fL=F+p

gdje je vektor polozaja p = AB konstantnog intenziteta i pravca.

Brzina tacke B je

CdF
Ve =Tt

Kako je vektor polozaja p = AB konstantnog intenziteta i pravca, slijedi da je

odnosno

Diferenciranjem brzine po vremenu dobije se

odnosno

d . .
dt(A P)

dt

dry _dry
dt dt
VB :_'A
dt dt
aB :aA

ar, , dp

dt

dp
d

=0, paje
t

Prema tome, pri translatornom kretanju krutog tijela sve tacke tijela se kredu na isti nacin, imaju iste

putanje, vektore brzina i vektore ubrzanja.

Translatorno kretanje tijela u potpunosti je odredeno kretanjem samo jedne, proizvoljne njegove tacke.

U zavisnosti od oblika putanje tacke translacija moZze biti pravolinijska i krivolinijska.
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OBRTANIJE KRUTOG TIJELA OKO NEPOKRETNE OSE

Obrtanje krutog tijela oko nepokretne ose je takvo kretanje tijela

z pri_kome bilo koje dvije tacke tijela ostaju za vrijeme kretanja
k)w nepokretne.
Nepokretne su i sve ostale tacke koje se nalaze na pravoj liniji
4 koja prolazi kroz te dvije tacke i koja se naziva obrtna osa. Sve
A ostale tacke tijela opisuju kruzne putanje koje leZze u ravnima
; okomitim na obrtnu osu i ¢iji su centri na obrtnoj osi
/] PoloZaj tijela pri obrtanju odreden je uglom obrtanja ¢, koji se
mjeri od referentne vertikalne nepokretne ravni | i koji se
neprekidno mijenja tokom vremena.
g Zakon obrtanja tijela oko nepokretne ose iskazuje jednacina
P=0(t).
Polozaj krutog tijela kao cjeline pri obrtanju oko nepokretne ose

odreden je sa jednim nezavisnim parametrom,uglom obrtanja,
tako da tijelo ima jedan stepen slobode kretanja.

UGAONA BRZINA | UGAONO UBRZANIJE TIJELA

Kinematicke karakteristike tijela kao cjeline pri njegovom obrtanju oko nepokretne ose su ugaona brzina wi
ugaono ubrzanje &.

Srednja ugaona brzina je definisana za interval vremena At=t,-t; sa
_be_o(t)-o(t)
At t, -t

dok je ugaona brzina tijela u datom trenutku vremenat velicina kojoj teZi srednja ugaona brzina kada
interval vremena teZi nuli:

Mo0 AL dt

Ugaona brzina w krutog tijela koje se obrée oko nepokretne ose jednaka je po intenzitetu prvom izvodu
ugla obrtanja po vremenu.

Dimenzija ugaone brzine je
[ugao]  radijan 1
vrijeme] sekund s

[a)] = [
Srednje ugaono ubrzanje je definisano za interval vremena At=t,-t;sa
_ Aw _ a)(tz)—a)(tl)
At t, -t

dok je ugaono ubrzanje tijela u datom trenutku vremenat veli¢ina kojoj teZi srednje ugaono ubrzanje kada
interval vremena teZi nuli:

. Ao do . do d’p .
e=lim—=—=0 i ¢=—-=—=¢
At—0 At dt dt dt
Ugaono ubrzanje tijela koje se obrée oko nepokretne ose u datom trenutku vremena po intenzitetu je
jednako prvom izvodu po vremenu ugaone brzine ili drugom izvodu po vremenu ugla obrtanja tijela.

Dimenzija ugaonog ubrzanja je
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_ [ugaonabrzina]  radijan o2
~ [vrijeme] s

[¢]

Ugaona brzina i ugaono ubrzanje tijela koje se obrée oko nepokretne ose jesu vektorske veli¢ine.

Pravac vektora ugaone brzine @ odreden je pravcem nepokreten (obrtne) ose. Vektor @ je usmjeren duz
obrtne ose u onu stranu iz koje se vidi obrtanje krutog tijela u smjeru suprotnom od obrtanja kazaljke na
satu. Ako je @ =@>0, onda je obrtanja pozitivno, tj.obrtanje se vr$i u smjeru suprotnom od obrtanja
kazaljke na satu. Ako je @ = ¢ <0, onda je obrtanja negativno, tj.obrtanje se vrsi u smjeru obrtanja kazaljke
na satu.

Vektor ugaonog ubrzanja & takode je usmjeren duz obrtne ose. Ako je & = @>0, vektori @i & imaju isti
smjer. Ako je &€ = <0, vektori @i £ imaju razli¢it smjer.

BRZINE TACAKA TIJELA KOJE SE OBRCE OKO NEPOKRETNE OSE

(Pogledati kinematiku tacke, kretanje tacke definisano prirodnim
z{ postupkom-specijalni slu¢aj kretanja tacke po kruznoj putanji.)
C Pri rotaciji tijela oko nepokretne ose sve tacke tijela opisuju
B3E kruzne putanje, koje leze u ravninama okomitim na osu rotacije.
Radijalni pravci svih tacaka tijela prelaze u jednakom vremenu
jednak uglao ¢.

Ako se uoci proizvoljna tacka na rastojanju r od obrtne ose (r je
poluprecnik kruzne putanje te tacke), tada se zakon kretanja

et

tacke po kruznoj putanji moze iskazati izrazomS:r¢(t), a
) v intenzitet brzine tacke odreden je sa
MR ds d d
- dt dt dt
UERNM . Y . I . .
Brzina tacke M tijela odredena ovim izrazom naziva se obimna
(obrtna) ili linearna brzina tacke.

ro=row.

Ugaona brzina o je kinematicka karakteristika tijela kao cjeline

Y (jednaka za sve tacke tijela), pa su brzine pojedinih tacaka tijela

2 pri obrtanju oko nepokretne ose proporcionalne rastojanjima tih
tacaka od nepokretne ose.

+ Tacke tijela koje leze na nepokretnoj osi su nepokretne, tj. brzine
= su im jednake nuli.

Oijlerova formula
Vektor brzine V proizvoljne tacke tijela koje se obrée oko nepokretne ose moze se odrediti pomodu
Ojlerove formule:

V=&xT =R, —AO) = &xh, —@x AD = &xT,

jer su vektori @ i Ké' kolinearni, pa je njihov vektorski proizvod jednak nuli.

Intenzitet vektora brzine je

V|=|@xF,|=or, sind (&,f, )= or, siny =ro

UBRZANJA TACAKA TIJELA KOJE SE OBRCE OKO NEPOKRETNE OSE
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(Pogledati kinematiku tacke, kretanje tacke definisano prirodnim
postupkom-specijalni slu¢aj kretanja tacke po kruznoj putanji.)

Ukupno ubrzanje neke tacke M tijela koj se obrée oko
nepokretne ose moze se razloziti na tangentnu i normalnu

komponentu.
az\/a$+a§ =&+

dv d do _d’p .
A =—=—(lIw)=IT—=Ir—F=rp=r¢
Toodt dt( ) a  dtz 7

2 2 2

Ve or‘e ) 2
a,=—= =ro°=r
N R, r Y

Vektor ubrzanja proizvoljne tacke tijela koje se obrée oko
nepokretne ose mozZe se odrediti polazeci od Ojlerove formule
za vektor brzine tacke:

0 _d )98 g O
dt dt

=ExTy +OxV=ExT, +dx(dxT, )=a +4,

Intenziteti komponenti ubrzanja su
|a;|=|exT,|=¢rysin0 (6,1, )=¢er, siny=er
|ay| =|@xV|=wvsinl (&,V) = wvsin90° = oV = ro’

Na sljedeéim slikama prikazani su sluc¢ajevi: a) ubrzanog obrtanja, b) usporenog obrtanja tijela oko
nepokretne ose.

RAVNO KRETANJE KRUTOG TUELA
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JEDNACINE RAVNOG KRETANJA KRUTOG TIJELA

Ravno kretanje krutog tijela je takvo kretanje pri kome se sve tacke tijela kre¢u paralelno prema nekoj
nepokretnoj ravni /7, odnosno kada su vektori brzina svih tacaka tijela paralelni prema nekoj nepokretnoj
ravni /1

Sve tacke tijela koje leZze na pravoj M;MM, koja je upravna na nepokretnoj ravni 77 krecu se na isti nacin,
tj. imaju jednake trajektorije , brzine i ubrzanja. Zbog toga je dovoljno prouciti kretanje presjeka S tog tijela
u ravni xOy koja je paralelna sa nepokretnom ravni /1 Presjek S zovemo ravna figura.

PoloZaj presjeka S u ravni xOy je u potpunosti odreden ako se zna poloZaj dvlju tac¢aka, A(xa y4) i B(xs Vs), tog
presjeka u odnosu na Dekartov sistem referencije. Posto je rastojanje izmedu tacaka A i B nepromjenljivo,
tj.

2 2 2
(XB_XA) +(yB_yA) =1
to su od cetiri koordinate tacaka A i B samo tri nezavisne, a Cetvrta se odreduje iz prethodne jednacine.

Ravno kretanje tijela odredeno je sa tri nezavisna parametra (koordinate), Sto znaci da tijelo ima tri
stepena slobode, tj. moZe da izvodi tri nezavisna kretanja: dvije translacije duz osa x i v i jednu rotaciju oko
ose upravne na ravan presjeka S (ravne figure).

Konacne jednacine ravnog kretanja krutog tijela su

Xp = XA(t)’ Ya= yA(t)’ Q= (0(1:)
Prve dvije jednacine odreduju translatorno kretanje tijela (translacija pola A), a tre¢a jednacina odreduje

obrtanje tijela oko ose koja prolazi kroz proizvoljno izabran pol (pol A) u ravni figure S a upravna je na ravan
figure.

RAZLAGANJE RAVNOG KRETANJA KRUTOG TIJELA NA TRANSLATORNO | OBRTNO KRETANIJE

Pri prelasku ravne figure S iz jednog u drugi
polozaj (iz poloZaja | u polozaj Il), mozemo ravno
kretanje razloZiti na translatorno i obrtno
kretanje: figuru najprije pomjerimo translatorno
tako da se tacka A (pol) poklopi sa tackom A;, a
potom izvrSimo rotaciju figure za ugao ¢ oko ose
koja prolazi kroz tacku A; (obrtanje oko pola).
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Kinematicke karakteristike tijela kao cjeline pri ravnom kretanju tijela su: vektor brzine V, pola A i vektor

ubrzanja 8, pola A pri translatornom kretanju ravne figure; vektor ugaone brzine @,, i vektor ugaonog
ubrzanja &, obrtanja tijela oko ose koja prolazi kroz pol A (ugaona brzina i ugaono ubrzanje ravnog
kretanja).

Sa promjenom pola ravne figure mijenjaju se kinematicke karakteristike translatornog kretanja tijela, dok
ugaone karakteristike koje karakterisu obrtno kretanje ostaju nepromjenjene (ne zavise od izbora pola).

BRZINE TACAKA TIJELA KOJE VRSI RAVNO KRETANJE

-,
# A5 \'M . . . v . :
Lo o Brzina proizvoljne tacke M ravne figure odredena je sa
) z . dr, d,. ., dr, dp _ _
“\ N Y Vy =—M=— (T, +p)=—2+—1 Py, +v!
\ % dt  dt dt  dt
\ (s ; 43
" ? — Velicina 2P \7,\/}I je brzina koju tacka M ima usljed
\ %\ dt
) Vol ,»ﬂ"f/ obrtanja ravne figure S oko ose AL koja prolazi kroz pol
> o A a upravna je na ravan figure S, i ova brzina se naziva
x b o v
32 ik obrtna brzina tacke M u odnosu na pol A.
0] X
Koristeéi Ojlerovu formulu moze se napisati
—A - -
VM = Wy X p

pa je brzina tacke M
Vy =Vt xp.
Intenzitet vektora obrtne brzine tacke M u odnosu na pol A je

‘\7,\’2 ‘ = w, psinl (@, p) = w, psin90° =w, p = AMa, .

Intenzitet obrtne brzine neke tacke tijela je srazmjeran rastojanju te tacke od usvojenog pola, a smjer
vektora brzine zavisi od smjera ugaone brzine ravnog kretanja.

TEOREMA O PROJEKCIJAMA VEKTORA BRZINA TACAKA RAVNE FIGURE

Projekcije brzina dvaju tadaka ravne figure, V, 1V, na pravu koja spaja te dvije tacke, jednake su jedna

drugoij.

4 Brzina tacke B odredena je izrazom

4 R
Pl Vg =V, +V,
&
% E / | Projektovanjem ove jednacine na pravac prave AB, uzimajuci u
J x H H \7 D . .
1/ =~ obzrdaje VBA 1 AB, dobije se izraz
/ D‘«“ﬂar
j}* = Vg COS 3=V, COS&
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koji potvrduje teoremu.

TRENUTNI POL BRZINA RAVNE FIGURE

Pri_ravhom kretanju krutog tijela u svakom trenutku vremena
postoji u ravni figure (S) jedna tacka Cija je brzina jednaka nuli i ta se
tacka naziva trenutni pol brzina ravne figure S.

Neka su u trenutku t brzine tataka A i B, V, 1 Vg, pri ¢emu vektori
brzina nisu medusobno paralelni. Tacka P, ravne figure (S) koja je

odredena presjekom pravih m i B_Bl, pri ¢emu su ove prave

upravne na vektore brzina V, 1V; respektivno, ima u datom

trenutku t brzinu jednaku nuli V,, =0i to je trenutni pol brzina

ravne figure (S) za dati trenutak t.

Postojanje trenutnog pola brzina moguce je dokazati koris¢enjem teoreme o projekcijama brzina: vektor

brzine V,, pola P, morao bi jednovremeno da bude upravan na dvije prave, AA i BB, Sto je nemoguce,

pa slijedi da teorema o projekcijama brzina moZe biti zadovoljena samo za V,, =0.

Pri kretanju ravne figure (S)__poloZaj trenutnog pola brzina P, se stalno mijenja i svakom trenutku vremena

odgovara poseban poloZaj pola brzina ravne figure (S)_, pa se stoga naziva trenutni pol brzina.

Odredivanje brzina tacaka ravne figure pomoc¢u trenutnog pola brzina

Brzina bilo koje tacke ravne figure (S) u datom trenutku vremena jednaka je obrtnoj brzini tacke koju ona

ima pri obrtanju ravne figure (S)_oko ose koja prolazi kroz trenutni pol brzina P,, a upravna je na ravan

figure.

Iz definicije brzine proizvoljne tacke ravne figure, ukoliko se za pol uzme trenutni pol brzina, slijedi

v

Kako je Vi, =0, slijedi da je V, =V,

Va=Vp, TV Vg =Vp, +Vg

=PV =PV

=P . . . . . - .
, Vg =V, aintenziteti ovih brzina su odredeni izrazima

v,=AP w,, V;=BP o,.

Intenzitet brzine bilo koje tacke ravne figure (S) jednak je proizvodu iz rastojanja tacke od trenutnog pola

brzina (trenutnog poluprecnika obrtanja) i ugaone brzine ravnog kretanja krutog tijela.

Trenutna vrijednost ugaone brzine obrtanja ravne figure (S) odredena je sa

a)rk

Va Ve Ve .. _ Vu

“AP, BR,_CP,  MP’

\

Neki primjeri odredivanje trenutnog pola brzina ravne figure
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UBRZANJA TACAKA KRUTOG TIJELA KOJE VRSI RAVNO KRETANJE

y -
VA _\da
)
Ay G
M
A P
am "
Qi
a&
€ rk {S)
1w
K1 A
0 xh_

Ubrzanje proizvoljne tacke M ravne figure (S) dobi¢emo diferenciranjem po vremenu vektora brzine te
tacke

o dv, d .y dv, dv

a, = =—(V,+V})=—2+

Moot dt( A M) dt  dt
_ d%r d> .. df, d’p . .
a, = dtzM ZW(rAer): dt2A+ dt'f:aA+a{,,‘.

Ubrzanje é@ je ubrzanje tacke M koje ona ima usljed obrtanja ravne figure (S) oko ose koja prolazi kroz pol

A a upravna je na ravan figure (S), i naziva se obrtno ubrzanje tacke M oko pola A.

Ubrzanje bilo koje tacke M ravne figure (S) jednako je vektorskom (geometrijskom) zbiru ubrzanja tacke A
koja je uzeta za pol i obrtnog ubrzanja tacke M oko pola A pri njenom obrtanju sa telom oko ose koja prolazi
kroz pola A a upravna je na ravan figure (S).

......

A koji tada smatramo da miruje, to se obrtno ubrzanje éa tacke M moze izraziti u obliku vektorskog zbira

dvije komponente ubrzanja: jedne usmjerene duz normale, a druge usmjerene duz tangente na kruznu
putanju, tj.

=A _ =A
dy =ayy +ayr

=A . . v =A .
Komponenta 4a,,, _haziva se obrtno normalno ubrzanje tacke M oko pola A, a komponenta da,,; naziva se

obrtno tangentno ubrzanje tacke M oko pola A.

Vektor obrtnog tangentnog ubrzanja tacke M oko pola A usmjeren je po tangenti na kruznu putanju pri
obrtnom kretanju tacke M, tj. uvijek je normalan na vektoru m(ém J_m) i ima smjer obrtanja koji
odgovara smjeru ugaonog ubrzanja ravnog kretanja.

Vektor obrtnog normalnog ubrzanja tacke M oko pola A usmjeren je po normali na kruznu putanju pri

obrtnom kretanju tacke M, tj. ima pravac na vektora m( Ay Dm) i smjer od tacke M ka polu A.
Intenziteti ovih komponenata su

|5MN | =AM a)rzk

|aMT | = m‘grk

tako da je intenzitet obrtnog ubrzanja 5@

8] =(an ) +(al ) =AM o +22
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a ugao koji vektor é,ﬁ gradi sa vektorom AM odreden je sa

] _ e [£n
tga =——="% = ag=arctg—5'
aMN Dy Wiy

Vektor ubrzanja tacke M moZze se odrediti polazeéi od Ojlerove formule za obrtnu brzinu tacke M:

v, da, . . dp
aM = :—(VA+COrkXp)Zd—tA-i‘TkXp‘Fa)rkXd—f:

Pri ravhom kretanju krutog tijela u svakom trenutku
vremena postoji tacka P, ravne figure S Cije je ubrzanje
jednako nuli i ta tacka se naziva trenutni pol ubrzanja.

PoloZaj trenutnog pola ubrzanja odrediti se tako da se
zakrene pravac vektora ubrzanja &, neke tacke A za ugao

« U smjeru ugaonog ubrzanja, a zatim se na tako

konstruisanom pravu prenese odsjecak AP, . KrajP,

odsjecka AP, jeste trenutni pol ubrzanja. Ugao «i

—:a:arctg@, AP, =

a s [y 2
O a)rk+grk

TEOREMA O CENTRU OBRTANJA ZA KONACNO POMJERANJE RAVNE FIGURE (BERNULI-SALOVA TOEREMA)

Ravnu figuru (S)moZemo pomijeriti iz jednog u bilo koji drugi
poloZaj u istoj ravni jednim obrtanjem ravne figure oko nekog
nepokretnog centra C koji se naziva centar konacnog obrtanja
ravne figure.

Ova teorema naziva se Bernuli-Salova toerema i proistice iz
¢injenice da se za pol ravne figure moze izabrati bilo koja tacka
figure.

Ako posmatramo dva uzastopna poloZaja ravne figure, koji odgovaraju trenucima t i t;=t+At , onda se
odsjecak AB pomjeri u poloZaj A;B; za vrijeme At. Ako se ovo pomjeranje moZe ostvariti samo jednim
obrtanjem, onda tacke A i B opisuju kruzne lukove sa jednim centrom, pri ¢emu su duZi AA; i BB, sjecice tih
kruznih lukova. Poznato je da centar kruga lezi na normali povucenoj na sredini duZine sjecice, tako da se
centar C kruga mora nalaziti u presjeku normala povucenih u tackama D i E, koje su sredista duzi AA; i BB;.

Tacka C odredena na ovaj nacin je centar kona¢nog pomjeranja ravne figure (S).
Obrtanjem oko tacke C za ugao ¢ mogudée je ravnu figuru pomijeriti iz poloZaja | u polozaj Il.

U grani¢nom slucaju, kada vrijeme At pomjeranja figure teZi nuli, poloZaj centra C rotacije ravne figure jeste
tacka nepokretne ravni sa kojom se u datom trenutku vremena poklapa trenutni pol brzina P, ravne figure.
Svakom narednom poloZaju ravne figure odgovara poseban poloZaj centra rotacije.
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OBRTANJE KRUTOG TIJELA OKO NEPOKRETNE TACKE
(SFERNO KRETANJE KRUTOG TIJELA)

JEDNACINE SFERNOG KRETANJA KRUTOG TIJELA

Kretanje krutog tijela, pri kome bilo koja tacka tijela pri kretanju ostaje nepokretna, naziva se obrtanje
krutog tijela oko nepokretne tacke ili sferno kretanje krutog tijela.

PolozZaj tijela pri obrtanju oko nepokretne tacke jednoznacno je odreden polozajem pokretnog sistema
referencije OENC (sistem koji je évrsto vezan za tijelo) u odnosu na nepokretni sistem referencije Oxyz, pri
¢emu je nepokretna tacka O ishodiste ovih koordinatnih sistema.

Jedan od postupaka kojim se definiSe poloZaj pokretnog sistema referencije u odnosu na nepokretni sistem
referencije je Ojlerov postupak. Ojler je pokazao da se poloZaj tijela pri obrtanju oko nepokretne tacke
jednoznaéno moZze odrediti preko tri ugla koji se po njemu nazivaju QOjlerovi uglovi:

Y/ - UZAo precesije

0 - ugao nutacije

@ - ugao sopstvene rotacije

Neka se u pocetnom trenutku vremena pokretni sistem referencije OEnC poklapa sa nepokretnim
sistemom referencije Oxyz. Preko tri uzastopna nezavisna obrtanja (rotacije) tijela: za ugao y oko ose Oz,
zatim za ugao 0 oko ¢vorne ose ON, ikonacno, za ugao ¢ oko ose O, moZe se pokretni sistem referencije
O&nC (pokretno tijelo) prevesti u bilo koji poloZaj u odnosu na nepokretni sistem referencije
Oxyz(nepokretno tijelo).

Pri obratnju krutog tijela oko nepokretne tacke uglovi v, ¢ i6 mijenjaju se tokom vremena i oni su neke
funkcije vremenart,

v = fi(t) o =12(t) 0 =1f3(t).

Ove jednacdine u potpunosti odreduju kretanje tijela oko nepokretne tacke i nazivaju se konacne jednacine
obrtanja krutog tijela oko neporetne tacke ili konacne jednacine sfernog kretanja krutog tijela.

Osa ON oko koje tijelo vrsi obrtanje za ugao nutacije 6 naziva se ¢vorna osa.
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OJLER-DALAMBEROVA TEOREMA

Svako pomijeranje krutog tijela, koje ima jednu
nepokretnu tacku O iz jednog poloZaja u drugi poloZaj, mozZe se
izvrSiti _jednim obrtanjem tog tijela oko ose konacne
(ekvivalentne) rotacije koja prolazi kroz nepokretnu tacku O.

Neka je u trenutrku t poloZaj tijela odreden poloZajem
tacaka A i B na sferi, a u trenutku t;=t+At poloZaj tijela odreden
je poloZajem tacaka A;i B;. Jednim obrtanjem tijela oko neke
ose koja prolazi kroz tacku O moguce je tacke A i B na sferi
prevesti u poloZaj A;i B, na toj sferi. Spojimo tacke Ai A;iBiB;

lucima velikih krugova i iz sredine lukova @\Ali @Bl povucemo

sferne normale, koje su takode lukovi velikih krugova, te sferne
normale ée se sjeéi u tacki P na povrsini sfere. Sferni trouglovi
ABP i A;B;P su podudarni, jer su im sfrene stranice jednake. Na
taj nacin pomjeranje tijela mozZe se izvrsiti jednim obrtanjem
tijela oko ose OP i ta osa se naziva osa konacnog obrtanja (osa ekvivalentnog obrtanja), a ugao APA;= Aa
naziva se ugao kona¢nog obrtanja.

Ojler-Dalamberova teorema predstavlja geometrijsku interpretaciju obrtanja krutog tijela oko
nepokretne tacke, a stvarno prevodenje tijela iz polozaja koji odgovara trenutku t u polozaj koji odgovara
trenutku t;=t+At jednim obrtanjem oko ose kona¢nog obrtanja za ugao Ao uopste ne predstavlja stvarno
pomjeranje tijela. Ukoliko su manji intervali vremena At utoliko ée pomjeranje tijela biti blize stvarnom
pomjeranju. PoloZaj ose OP zavisi od pocetnog i konacnog poloZaja tijela.

Naime, interval vremena At moZemo podjeliti na veliki broj malih podinetrvala At;, At,, Ats,...
Svakom od tih malih podintervala odgovara neki pocetni i konacni polozaj tijela, tako da je konacni poloZaj
iz prethodnog podintervala vremena ujedno pocetni poloZaj za naredni podinterval vremena. Svakom
podintervalu odgovara po jedna osa konacne (ekvivalentne) rotacije, pomocu koje se sferno kretanje tijela
u tom podintervalu moZe prikazati kao obrtanje oko nepokretne ose. Dok sve tacke na osi konacne rotacije
miruju, ostale tacke tijela opisuju dijelove kruznih lukova sa centrima na toj osi, u ravnima normalnim na
osu. Ako se sferno kretanje prikazuje kao niz uzastopnih obrtanja oko skupa osa konacnih (ekvivalentnih)
rotacija u malim konaénim podintervalima vremena Aty, At,, Ats,..., tada se ovakvim opisom pruza priblizna
predstava o kretanju tijela.

Medutim, kada pustimo da svaki od podintervala vremena kretanja tijela tezi ka nuli, tada u svakom
infinitezimalnom podintervalu dt tijelo vrsi elementarno sferno kretanje obrcéuci se oko tzv. trenutne ose
obrtanja. Drugim rije¢ima, kada se prede na granicni slucaj, kada At—0, lukovi AB i A;B; su veoma bliski
jedan drugom i tada osa konacnog obrtanja mijenja svoj polozZaj tezeci granicnom poloZaju, u kojem se
naziva trenutna osa obrtanja za dati trenutak vremena t. Trenutna obrtna osa predstavlja geometrijsko
mjesto tacaka tijela koje se obrée oko nepokretne tacke Cije su brzine u datom trenutku vremena jednake
nuli.

Sve tacke tijela na trenutnoj obrtnoj osi miruju, a ostale tacke tijela opisuju elementarne dijelove
kruznih lukova u ravnima normalnim na osu, iji su centir na trenutnoj osi.

TRENUTNA UGAONA BRZINA | TRENUTNO UGAONO UBRZANJE TIJELA KOJE SE OBRCE OKO NEPOKRETNE
TACKE

Srednja ugaona brzina tijela moZe se izraziti kao koli¢nik ugla Aa. za koji se tijelo obrne oko trenutne obrtne
ose OP i odgovarajuceg intervala vremena

Aa
o, = Tt
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a intenzitet vektore trenutne ugaone brzine o jednak je grani¢noj vrijednosti kojoj teZi srednja ugaona
brzina kada pustimo da interval vremena teZi nuli

. Aa
w=Ilim—.
At—0 At
Vektor @ trenutne ugaone brzine usmjeren je duZ trenutne obrtne ose OP.
Medutim, ugaona brzina ® ne moZe se odrediti izvodom nekog ugla po vremenu, tj.
. Aa da
m
At—0 At dt
jer pri obrtnju krutog tijela oko nepokretne tacke ne postoji takav ugao, vec se polozZaj tijela odreduje sa tri
nezavisna obrtanja (Ojlerovi uglovi).
Trenutna obrtna osa tokom kretanja tijela mijenja svoj poloZaj, ali stalno prolazi kroz nepokretnu tac¢ku O.

Ako duZ trenutne obrtne ose OP uvedemo jedini¢ni vektor @, onda se vektor @ moze napisati kao

W= WaQ,.
Vektor @ trenutne ugaone brzine mijenja se tokom vremena po intenzitetu i po poravcu, tako da se i
vektor & trenutnog ugaonog ubrzanja, odreden prvim izvodom po vremenu vektora trenutne ugaone

brzine, takode mijenja tokom vremena po intenzitetu i pravcu i ne poklapa se sa pravcem vektora trenutne
ugaone brzine.

g_d_@_i( ")—d_a)&’) +a)%
dt  dt* % dt ° dt

. do .
Komponenta trenutnog ugaonog ubrzanja &, = Ea)o karakteriSe promjenu intenziteta vektora trenutne
ugaone brzine @iima pravac trenutne obrtne ose , a pocetak vektora nalazi se u nepokretnoj tacki O.
dao

Komponenta trenutnog ugaonog ubrzanja &, = a)d—to = a)(cT)l X c?)o) = @), x @ karakteriSe promjenu pravca

vektora trenutne ugaone brzine . Pravac vektora &, upravan je na ravan vektora @, i @, gdje je sa @,

oznacena ugaona brzina obrtanja vektora @ . Pocetak vektora &, nalazi se takode u nepokretnoj tacki O.

Trenutna ugaona brzina @ je zajednicka kinematic¢ka karakteristika za sve tacke tijela koje se obrée oko

nepokretne tacke.

OJLEROVE KINEMATICKE JEDNACINE

S obzirom da se obrtanje tijela oko nepokretne tacke sastoji iz tri nezavisna obrtanja, moze se trenutna
ugaona brzina odrediti polazeci od konacnih jednacina kretanja krutog tijela oko nepokretne tacke, tj. iz
Ojlerovih uglova.

Ay AG A
Srednje ugaone brzine oko odgovrajuéih osa odredene su sa d—li/,a,d—f[o , @ grani¢ne vrijednosti ovih

srednjih ugaonih brzina su

. Ay dy . . .
lim——=—"-= —ugaona brzina precesije

A0 At dt v g P l
IimA—Q:d—gzé —ugaona brzina nutacije

At—0 At dt

. Ap do . . .
lim——=—=¢ —ugaona brzina sopstvene rotacije
At—0 At dt
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Ovi vektori ugaonih brzina usmjereni su duz odgovarajuci osa rotacije Oz, ON i O, tako da je vektor
trenutne ugaone brzine @ tijela koje se obrée oko nepokretne tacke odreden vektorskim zbirom
komponentnih ugaonih brzina

@=¢+§+¢.

Vektor @ moZe se projektovati na ose pokretnog i ose nepokretnog koordinatnog sistema.
Projekcije vektora @ trenutne ugaone brzine na ose pokretnog koordinatnog sistema i na ose nepokretnog

koordinatnog sistema nazivaju se Ojlerove kinemati¢ke jednacine, jer su te projekcije izrazene preko
Ojlerovih uglova:

o, =y singsing+6cosp w, = @sin@siny +6cosy
w, =y singcosp—osing o, =—@singcosy +dsiny
@, =y oSO+ ¢ ®, =y +@Ccose

Intenzitet vektora trenutne ugaone brzine odreden je sa

a):\/a);; + @} + o} = Jy? + 6% + @7 + 2rpcos O

a):\/a)f+a)§+a)f = Jy? + 0 + ¢ + 2pcos 0

Ako su Ojlerovi uglovi poznate funkcije vremena, onda je moguée odrediti u svakom trenutku vremena
vektor trenutne ugaone brzine @, a time i poloZaj trenutne obrtne ose OP, jer je vektor @ usmjeren duz te
ose.

BRZINE | UBRZANJA TACAKA TIJELA KOJE SE OBRCE OKO NEPOKRETNE TACKE

Brzina proizvoline tacke M krutog tijela koje se obrée oko nepokretne tacke odredena je primjenom
Ojlerove formule

Vy = dxT,

gdje je T, vektor poloZaja tacke M mjeren od nepokretne tacke O.
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Kako je ugaona brzina @ odredena za dati trenutak vremena, tako je i brzina tatke M definisana samo za
dati trenutak vremena.
Moze se reci: U proizvolinom trenutku vremena t trenutni raspored brzina tacaka tijela koje se obrée oko

nepokretne tacke jeste takav kao kod tacaka tijela koje se obrée oko nepokretne ose koja prolazi kroz
nepokretnu tacku O, u ovom slucaju oko trenutne obrtne ose OP.

Intenzitet vektora brzine tacke M je
‘VM ‘ =|@xT,|=wr, sinl (&,%, )= oh,

gdje je h, normalno rastojanje (najkrace rastojenje) tatke M od trenutne obrtne ose OP.

Vektor brzine tatke M moZe se napisati u obliku:

. € & |1 ] Kk
Vy =V=oxr=\0, o, o= o, o,
s mo G| |x ¥y z

Ubrzanje proizvoljne tacke M krutog tijela koje se obrée oko nepokretne tacke
odredeno je kao prvi izvod po vremenu vektora brzine:

. adav d,. ., do . _. dr _. _ _ _
a=—=—(a)xr)=—xr+a)x—=g><r+a)xv=
dt dt dt

=ExF+ox(oxF)=3a,+4,

tj. ubrzanje proizvoljne tacke odredeno je vektorskim zbirom dviju komponenata.

Prva komponenta ubrzanja naziva se obrtno ubrzanje tacke M i odredena je sa:

2 o [0 I
ag:gxr:(81+82)><r:81><I‘+52><r:Ea)oxr+(a)lxa))xr=a1+ -

Druga komponenta naziva se aksipetalno ubrzanje tacke M i odredena je sa

ODREDIVANJE POLOZAJA TRENUTNE OBRTNE OSE

Trenutna obrtna osa OP tokom vremena mijenja svoj poloZaj u prostoru prolazeci stalno kroz nepokretnu
tacku O. Bududi da je svaka prava odredena polozajem dvije tacke, druga tacka trenutne obrtne ose moze
se odrediti iz svojstva da sve tacke koje leZe na trenutnoj obrtnoj osi imaju brzinu jednaku nuli,

€ € & i ]k
V=oxf =0, o, o/|=o, o «0,|=0
s n S| |x y z

Ova jednacina bice zadovoljena ukoliko su projekcije brzina na ose pokretnog i ose nepokretnog
koordinatnog sistema jednake nuli, a iz ovog uslova slijede jednacine trenutne obrtne ose u odnosu na
pokretni sistem referencije O&ng i u odnosu na nepokretni sistem referencije Oxyz:

c_n_¢<
O, @, O
X Yy z
o, o, o
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OPSTE KRETANJE SLOBODNOG KRUTOG TIJELA

JEDNACINE OPSTEG KRETANJA SLOBODNOG KRUTOG TIELA

Opste kretanje slobodnog krutog tijela jeste takvo kretanje pri kome se tijelo moze bilo kako pomjerati u
prostoru.

Odredivanje poloZaja tijela pri kretanju svodi se na
odredivanje polozaja pokretnog koordinatnog sistema
0&NC (koji je Evrsto vezan za pokretno tijelo) u odnosu
na nepokretni sistem referencije Ox,y; z;. Polozaj tijela
pri kretanju u odnosu na sistem referencije Oxyz (koji je
¢vrsto vezan za tacku O pokretnog tijela) odreden je
preko tri Ojlerova ugla vy, ¢ i0, as obzirom daseisam
pol O krece, poloZaj pola O u odnosu na nepokretni
sistem referencije odreden je sa tri koordinate xy0, Y10 i
z10.Na taj nacin je poloZaja pokretnog koordinatnog
sistema O&nC u odnosu na nepokretni sistem
referencije Oxy;y;z; odreden sa Sest generalisanih
koordinata: xi0, Y10, Z10, W, ¢ i0.

To znadi da slobodno tijelo koje vrsi opste kretanje ima Sest stepeni slobode, tj. moZe da vrsi Sest nezavisnih
kretanja, tri translacije duz osa nepokretnog koordinatnog sistema i tri nezavisne rotacije oko osa koje
prolaze kroz pol O, Sto je odredeno Ojlerovim uglovima.

Konacne jednacine opsteg kretanja slobodnog krutog tijela ili zakon opsSteg kretanja slobodnog krutog tijela
imaju oblik

x10=F1(t ) Y10 =f(t) 210=f3(t)
y=fa(t) o=fi(t) 0=F(t).
Prve tri jednacine odreduju translaciju pola O zajedno sa sistemom referencije Oxyz, tj. prenosno kretanje

krutog tijela koje je odredeno vektorom brzine Vi vektorom ubrzanja .

Posljednje tri jednacine odreduju obrtanje krutog tijela oko pola O, tj. relativno kretanje krutog tijela u
odnosu na sistem referencije Oxyz.

BRZINE TACAKA TIJELA KOJE VRSI OPSTE KRETANJE

PoloZaj proizvoljne tacke M u odnosu na nepokretni sistem
referencije odreden je vektorom polozaja
M =T + Py

gdje je I vektor poloZaja pokretnog pola O, a p,, je vektor
poloZaja tacke M u odnosu na pokretni pol O.
Brzina tacke M odredena je sa

g, =3 g 5y=90

Moodt der T

. 47,

=—= =V, +oxp
dt  dt ° P

Druga komponenta odreduje brzinu tacke M tijela pri njegovom obrtanju oko pola O kao nepokretne tacke,
tj. \7,5,’ = wx P, , tako da je brzina tacke krutog tijela pri njegovom opstem kretanju
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5 _ o, o0
Vy =V +Vy, .

Brzina proizvoljne tacke M pri opStem kretanju slobodnog krutog tijela jednaka je vektorskom zbiru

translatorne brzine V, pokretnog pola O i obrtne brzine V,, koju tatka M ima kada se tijelo obrée oko pola

0O kao nepokretne tacke, odnosno oko trenutne obrtne ose koja prolazi kroz pol O.

UBRZANJE TACAKA TIJELA KOJE VRSI OPSTE KRETANJE

Vektor ubrzanja proizvoljne tacke M odreden je prvim izvodom po vremenu vektora brzine tacke M:

odv, d, ooy AV, d,. _ . di, d& - . dp,
a, = =—(V, + =—=2+— =—=2+— +
Modt dt(o M) dt dt(wx’o“”) dt - dt M T gt

Ovu jednacinu mozemo napisati u obliku

Vektor @, predstavlja translatorno ubrzanje usljed kretanja pola O, dok komponente & x p,, +67)><\7,8|
predstavljaju dio ubrzanja tacke M koji nastaje usljed obrtanja tijela oko pola O i koji se naziva obrtno

ubrzanje tacke M oko pola O, é,a .

Ubrzanje proizvoljne tacke M pri opstem kretanju slobodnog krutog tijela jednaka je vektorskom zbiru

translatornog u brzanja &, pokretnog pola O i obrtnog ubrzanja d, koje tatka M ima kada se tijelo obrée

oko pola O kao nepokretne tacke, odnosno oko trenutne obrtne ose koja prolazi kroz pol O.
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SLOZENO KRETANJE TACKE
RELATIVNO, PRENOSNO | APSOLUTNO KRETANJE TACKE

Neka se tacka M krece po tijelu za koje je ¢vrsto vezan sistem referencije OEnC i neka se istovremeno tijelo
proizvoljno kreée u odnosu na nepokretni sistem referencije O;xyz, tj. pokretni sistem referencije O&ng
krece se na proizvoljna nac¢in u odnosu na nepokretni sistem referencije O;xyz.

Kretanje tacke M u odnosu na pokretni sistem referencije O&nC (pokretno tijelo) naziva se relativno

kretanje tacke.
Kretanje tacke M u odnosu na nepokretni sistem referencije O;xyz (nepokretno tijelo) naziva se apsolutno
kretanje tacke ili sloZzeno kretanje tacke.

Kretanje pokretnog sistema referencije OEn( (pokretno tijelo) u odnosu na nepokretni sistem referencije
O1xyz (nepokretno tijelo) naziva se prenosno kretanje.

U vezi sa sloZzenim kretanjem tacke uvodi se pojam apsolutne, relativne i prenosne brzine tacke i pojam
apsolutnog, relativnog i prenosnog ubrzanja tacke.

Apsolutna brzina V i apsolutno ubrzanje & tac¢ke M su brzina i ubrzanje koje tatke M ima pri kretanju u
odnosu na nepokretni sistem referencije O.xyz.

Relativna brzina V, i relativno ubrzanje @ tacke M su brzina i ubrzanje koje tatke M ima pri razmatranjuu

kretanja tacke u odnosu na pokretni sistem referencije O&nC.

Prenosna brzina \7p i prenosno_ubrzanje ép tacke M su apsolutna brzina i apsolutno ubrzanje one tacke

pokretnog tijela za koje je ¢vrsto vezan pokretni sistem referencije O&ng sa kojom se u datom trenutku
vremena poklapa pokretna tacka M.

APSOLUTNA BRZINA TACKE

PoloZaj pokretnog sistema referencije OEn{ u odnosu na
nepokretni sistem referencije O;xyz odreden je vektorom

poloZaja Iy pola O i jedini¢nim vektorima éf,én, ég
pokretnih osa.

PoloZaj tacke M u odnosu na pokretni sistem referencije
0&nC odreden je vektorom poloZaja

Il—jM = gég + 77é17 + é/é{
a ako je vektor polozaja tacke M poznata funkcija vremena
onda je relativno kretanje tacke poznato.

PoloZaj tacke M u odnosu na nepokretni sistem referencije
O.xyz odreden je vektorom poloZzaja:

My =To+ Py =T + &6, +n€, + €,

pri ¢emu su promjenljive ne samo velicine I i &, m, ¢, vec i jedinicni vektori éé,éﬂ, §¢ koji mijenjaju pravac
prilikom obrtanja pokretnog sistema referencije oko pola O.

Apsolutna brzina tacke M jednaka je prvom izvodu po vremenu vektora poloZzaja T}, tacke M:

7, =\7=drM =drOer,oM '
dt  dt dt

Pri tome je apsolutni izvod vektora polozaja p,, odreden izrazom:
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dg, d&é. dp. d¢_. _de.  dg &,
=—8 +—6 +—26. +&—+n—L+({—
dt  dt ° dt " dt ° d at 7t gdt

Uzimajudéi u obzir da su izvodi jednini¢nih vektora pokretnih osa odredeni relacijama

. . d§, _ _ dg _ _
_=a)><e§ —=a)><en — :a)xeg
dt dt dt
to se apsolutni izvod vektora p,, moZe napisati u obliku
dp, dé. dp. d&. o~
— M= 28 +— 8 +—2€ +OxLE, + DX, + DX (E, =

dt  dt * dt 7 dt
_4Pu +&x(£6, +18, + V)6, =V, + @, x P
=t p n77+§v)e§—vr+a)pxpM

U prethodnoj jednacini je sa c?):cf)p oznacena trenutna ugaona brzina prenosnog kretanja pokretnog

d
sistema referencije OEng (pokretnog tijela), dok je sa %oznaéen relativni izvod vektora poloZaja , koji

odreduje vektor relativne brzine V, .

Relativna brzina tacke

_ dp dé_. dp. d¢ .
v, :ﬂ:—éef =g +—§e4,
dt dt dt dt
predstavlja brzinu tacke M pod pretpostavkom da se mijenjaju samo relativne koordinate &, 7, dok
ostali vektori ostaju konstantni, tj. pretpostavlja se da pokretni sistem referencije uslovno miruje.
Apsolutna brzina tacke M je:
_dr, dr; dp oL
v :—M=—O+ﬂ:vo +@, % Py +V,
dt dt dt

Ako zamislimo da je tacka M Cvrsto vezana za pokretno tijelo (pokretni sistem referencije), onda je njena

relativna brzina jednaka nuli, V, =0, pa iz prethodnog izraza definiSemo prenosnu brzinu tatke M
Vo =Vo T @O, X oy -
Prenosna brzina tacke M predstavlja brzinu tacke M pod pretpostavkom da tacka M ne vrsi relativno

kretanje u odnosu na pokretno tijelo (pokretni sistem referencije), ve¢ je tacka ¢vrsto vezana za pokretno
tijelo i krece se zajedno sa njim u odnosu na nepokretni sistem referencije.

S obzirom da tijelo vrsi opste kretanje u prostoru, to je brzina bilo koje njegove tacke (u ovom slucaju
prenosna brzina tacke M) odredena vektorskim zbirom brzine V, pola O i obrtne brzine c?)p X Py Usljed
obrtanja pokretnog tijela oko pola O.

Konacno, apsolutna brzina tacke pri njenom sloZzenom kretanju je:

V=V, +7,

tj. apsolutna brzina tacke M jednaka je vektorskom zbiru prenosne i relativne brzine tacke.

Ako pokretno tijelo vrsi ravno kretanje, tj. prenosno kretanje tacke je ravno kretanje, prenosna brzina se
odreduje obrascem

=S - - _ = 50

V, =Vo + @y % Py =V +Vy .

Ako pokretno tijelo vrsi obrtanje oko nepokretne ose, odnosno nepokretne tacke, onda je prenosna brzina
Vo =0, X py -

Ako tijelo vrsi translatorno kretanje, onda je prenosna brzina \7p =V,
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APSOLUTNO UBRZANJE TACKE

Apsolutno ubrzanje tacke M pri slozenom kretanju tacke
odredeno je prvim izvodom po vremenu vektora apsolutne

brzine tacke M:
a—ﬁ—i(v + @, X Py +V, ) =
dt dt (0] p pM r
de da_)p pM dvr
=—24 +@ —
dt  dt T g T

Apsolutni izvod relativne brzine V, tacke M odreden je na isti

nacin kao i apsolutni izvod vektora g,,, tj.

r rr prd

=—"T4+@,xV, =8 +d,xV,

Relativno ubrzanje tacke M je u prethodnom izrazu

_ dv d’p, d*_ d¥p. d¢.
a="—"~L=—""1= €. + € + €
" odt dt?  dt® ¢ di? 7 dt? ¢

i ono karakteriSe promjenu relativne brzine V, pod pretpostavkom da pokretni sistem referencije miruje.

Apsolutno ubrzanje tacke svodi se na oblik:

— da—') — —
dvy, pXﬁMJr@depM av

r _ _ 7§ o 3 3 \/ 3 3 a 3 N/ —
p +E_ —ao+gpxpM+a)p><(Vr+a)pxpM)+  + @, %V, =

=8, + &, % Py + B, (B, x By )+, +20, %Y,

pri ¢emu je &, ubrzanje pola O, a §pje vektor trenutnog ugaonog ubrzanja pokretnog tijela (ugaono
ubrzanje prenosnog kretanja).

Prenosno ubrzanje tacke M moze se odrediti ako zamislimo da tacke M ne vrsi relativno kretanje, vec je
¢vrsto vezana za pokretno tijelo, tako da su relativna brzina i relativno ubrzanje jednaki nuli.

Onda je prenosno ubrzanje tacke, kada pokretno tijelo vrsi opsSte kretanje, odredeno sa
— — — — — — — — — — = -0
8, =8 +&, % Py + 0, x(B, % By ) =8+, % Py + B, x V.

U izrazu za apsolutno ubrzanje tacke figuriSe komponenta 26?)p xV,, koja predstavlja Koriolisovo ubrzanje:

Apor = 200, XV,

Konacno, apsolutno ubrzanije tacke odredeno je relacijom

a=3,+4, +d,.

tj. apsolutno ubrzanje tacke pri njenom sloZzenom kretnaju jednako je vektorskom zbiru prenosnog,
relativnog i Koriolisovog ubrzanja. Posto u opsStem slucaju vektori prenosnog, relativnog i Koriolisovog
ubrzanja nisu medusobno upravni, intenzitet apsolutnog ubrzanja tacke M moguce je odrediti ako se nadu
projektcije vektora apsolutnog ubrzanja na tri upravne ose

a =a,+a,+a

corx
ay :apy+ary +a

cory

a, =apz+arz+a

corz

a=.la;+a; +a; .

pa je tada
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KONSTRUKCIJA KORIOLISOVOG UBRZANJA

Koriolisovo ubrzanje karakterise uzajamno dejstvo prenosnog i relativnog kretanja tacke i odredeno je sa
aCOI' = Za)p er

Nazvano je po francuskom naucniku G. Koriolisu (1792-1843).

Intenzitet Koriolisovog ubrzanja odreden je sa

|8 | = 2[@, [V, [sin0) (@,.9,)

cor r

Pravac vektora &, upravan je naravan koju obrazuju vektori c?)p i V., a smjer mu je takav da se
posmatrano iz vrha vektora d_, vidi obrtanje za najmanji ugao od vektora c?)p ka vektoru V, u smjeru

suprotnom od obrtanja kazaljke na satu.
Koriolisovo ubrzanje jednako je nuli kada je:

a) Prenosno kretanje translatorno, onda je cT)p =0
b) Kada su vektori @, i V, kolinearni

c) U trenucima kada je relativna brzina jednaka nuli V, =0 ili kada je ugaona brzina prenosnog

kretanja jednaka nuli JJP =0.

Vir

o

?u P J‘f it

k<
<t
N\

ac | gl
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DINAMIKA



OSNOVNI POJMOVI | ZAKONI DINAMIKE

Dinamika je dio teorijske mehanike u kome se izucavaju zakoni kretanja meterijalnih tijela pod dejstvom
sila.

Dinamiku mozZemo razdijeliti na:

e Dinamiku materijalne tacke (Ako se dimanzije tijela pri kretanju mogu zanemariti, onda kazemo da
je u pitanju materijalna tacka, koja se razlikuje od geometrijske tacke time sto ima konac¢nu masu.)

e Dinamiku sistema materijalnih tacaka i krutog tijela (Pod materijalnim sistemom podrazumijeva se
sistem materijalnih tacaka, koje zahvaljujuci postojanju veza izmedu tacaka ne mogu da se krecu
nezavisno jedna od druge. Ako su mase u nekom dijelu prostora neprekidno rasporedene, tada
tacaka ima beskona¢no mnogo i sistem obrazuje neprekidnu sredinu, a oblast prostora ispunjena
neprekidno rasporedenom masom predstavlja metrijalno tijelo. Kruto tijelo je ono koje pod
dejstvom sila ne mijenja svoj oblik i dimenzije.)

Osnovni zakoni dinamike:

Formulisao ih je Njutn 1687. godine u svom djelu ,,Matematicki osnovi prirodne filozofije” i ti zakoni su
nazvani Njutnovi zakoni ili zakoni kretanja. Njutnovi zakoni su objektivni zakoni prirode, ustanovljeni na
osnovu opazanja i eksperimenata kako samog Njutna tako i njegovih prethodnika.

Prvi Njutnov zakon-zakon inercije: Materijalna tacka (tijelo) ostaje u stanju mirovanja ili ravhomjernog
pravolinijskog kretanja, dok pod djelovanjem sile ne bude prinudena da to svoje stanje promjeni. Ovim se
definiSe inertnost tijela. Ako se tijelo ne krece ravnomjerno i pravolinijski, onda se ono nalazi pod dejstvom
drugih materijalnih tijela, a ovo dejstvo u mehanici predstavlja silu. Koli¢inska mjera mehani¢kog uzajamnog
dejstva materijalnih tijela naziva se sila. Ipak, kao mjera mehanickog kretanja uzima se koli¢ina kretanja, t;.

proizvod vektora brzine i mase tijela, K=mv.l Njutnov zakon moZe se iskazati i na ovaj nacin:

Ako na materijalnu tacku ne djeluje nikakva sila onda je kolicina kretanja te materijalne tacke konstanta, tj.
K = mv = const.

Drugi Njutnov zakon-osnovni zakon dinamike:

a) Brzina promjene koli¢ine kretanja materijalne tacke (tijela) jednaka je po intenzitetu, pravcu i
smjeru sili koja dejstvuje na materijalnu tacku ( tijelo).

K _d
dt dt
Ovaj zakon Njutn je iskazao jednacdinom: m(v —VO) =F (t _to) .

(mv)=F.

Ojler je dijeljenjem jednacine sa (t —to) i prelaZzenjem na grani¢nu vrijednost dobio

. V=V
mlim —ma=F
Yo

i iskazao Il Njutnov zakon u obliku:
b) Promjena kretanja proporcionalna je sili i vrSi se u pravcu sile, tj. intenzitet sile koja dejstvuje na
meterijalnu tacku srazmjeran je masi i intenzitetu njenog ubrzanja, dok se pravac i smjer sile i
ubrzanja poklapaju

i(m\7) —=F odnosno ma=F.

dt
Ova jednacina je na snazi samo u odnosu na inercijalni sistem referencije, tj. koordinatni sistem koji je
nepokretan ili se pomjera translatorno konstantnom brzinom (koordinatni pocetak vrsi jednoliko

pravolinijsko kretanje).

Tredi Njutnov zakon-zakon dejstva i protivdejstva (zakon o jednakosti akcije i reakcije): Dejstvu (akciji) uvijek
je jednako protivdejstvo (reakcija), ili dva tijela dejstvuju jedno na drugu silama istih intenziteta i pravaca a
suprotnih smjerova.

Pored ovih osnovnih zakona, u dinamici se koristi i sve $to je o pojmu sile uvedeno u statici (npr.
paralelogram sila, princip veza, oslobadanje od veza).
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DINAMIKA MATERIJALNE TACKE (KINETIKA MATERIJALNE TACKE)

Pod materijalnom tackom podrazumijevamo materijalno tijelo odredene konac¢ne mase a malih
dimenzija, tako da se mozZe smatrati da je cjelokupna masa koncentrisana u jednoj geometrijskoj tacki.

Problemi koje rieSava dinamika mogu se podijeliti na dva osnovna pitanja:

o Kolike sile dejstvuju na tacku ako je poznato njeno kretanje? RjeSenje ovog pitanja proizilazi
direktno iz Il Njutnovog zakona, tj. ako je poznat zakon kretanja meterijalne tacke, treba odrediti
sile koje proizvode to kretanje.

e Kakvo je kretanje tacke ako su poznate sile koje dejstvuju na tacku? Ovaj zadatak rjeSava se
integraljenjem diferencijalnih jednacina kretanja, tj. ako su poznate sile koje dejstvuju na metrijalnu
tacku, kretanje tacke se odredi integraljenjem diferencijalnih jednacina kretanja. U tehnici
uglavnom rjeSavamo ovo drugo pitanje, koje se naziva i osnovni zadatak dinamike.

Zadatak dinamike tacke je postavljanje diferencijalnih jednacina kretanja i njihovo integraljenje.
Diferencijalne jednacine kretanja materijale tacke izvode se iz osnovnog zakona dinamke - Il Njutnovog
zakona.

DIFERENCIJALNE JEDNACINE KRETANJA SLOBODNE MATERIJALNE TACKE

Posmatramo kretanje slobodne materijalne tacke M mase m, na koju dejstvuje sistem sila
Ifl,lfz,...,lfn. Ako je polozaj materijalne tacke M u odnosu na inercijalni sistem referencije odreden

vektorom poloZaja ' onda drugi zakon dinamike glasi
n
mé:ZF odnosno m—,-= (F,V,t).

Sila F, odnosno sile F;, u opStem slucaju, zavisi od poloZaja tacke, njene brzine i vremena.
Ova jednacina predstavlja diferencijalnu jednacinu kretanija tacke u vektorskom obliku.

Jednacdinu je moguce projektovati na ose utvrdenog sistema referencije i tada se dobijaju razni oblici
skalarnih diferencijalnih jednacina kretanja materijalne tacke.

a) Dekartov koordinatni sistem
mx=X(X,Y,2,%Y,2,t), my=Y(xy,z2,X¥,2t), mi=Z(xy,zXVY,21)
U ovim jednacinama su X, V, Z projekcije vektora ubrzanja @ tacke na ose Dekartovog sistema

referencije, a X,Y,Z su projekcije rezultujuce sile F koja dejstvuje na tacku na ose Dekartovog sistema

referencije Oxyz.
b) Polarne koordinate

ma =F ; ma{ﬂ:F(p, odnosno

m('r‘—rgbz):ZFir; (2rp+rd) ZF

c) Prirodne koordinate
ma,=F;ma, =F ;ma =F.

dv _d? vioo¢? d?s v?

Za a = =5, a=—=—, =0, imamo m—=F; m—=F;
*Ta A R dtz "

Primjer: Kosi hitac
Odrediti zakon kretanja materijalne tacke mase m kojoj je u pocetnom trenutku t, =0 saopstena pocetna
brzina V, pod uglom « u odnosu na horizontalu. Zanemariti otpor vazduha pri kretanju tacke.
Rjesenje:
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1. Usvajamo Dekartov koordinatni sistem i pocetak sistema postavljamo u pocetni polozaj tacke.
Tacka se krece u ravnini XOz, tako da prikazujemo koordinatni sistem u ovoj ravni.

2. Crtamo materijalnu tacku u proizvoljnom poloZaju na putanji i prikazujemo sile koje dejstvuju na

tacku tokom kretanja. U ovom slucaju na materijalnu tac¢ku dejstvuje samo sila teze G.

(] [}

n
3. Polazedi od Il Njutnovog zakona ma = Z F. , piSemo vektorsku jednacinu
i-1

ma=G
| projektujemo je na koordinatne ose, ¢im dobijamo diferencijalne jednacine kretanja tacke
mX=0 = X=0
mZ=-G=-mg = 7I=-¢
4. Integraljenjem ovih jednacina dva puta dobijemo opsSta rieSenja u kojim figuriSu integracione
konstante
Xx=C, x=Ct+C,
tz
2=-0t+C, z:—gE+C3t+C4

5. Integracione konstante odredimo iz poéetnih uslova kretanja, tj. poloZaja tacke (X0 =0,z, = 0) i

brzine tacke ()'(O =V, COS, Z, =V, Sin a) u pocetnom trenutku t, = 0. UvrStavanjem ovih
pocetnih uslova u opsta rjeSenja definiSemo vrijednost integracionih konstanti:
X, =V,c0sa0 = C, =V,Cc0sc

X, =0 = C,=0
Z,=Vysina = C,=V,sina
z,=0 = C,=0

6. Sada izracunate konstante uvrstimo u opsta rjeSenja diferencijalnih jednacine kretanja tacke i

dobijemo jednacine koje predstavljaju zakon brzine materijalne tacke i zakon kretanja materijalne
tacke:

Zakon brzine tacke: X =V, Cosx Z=-gt+y,sina

tz
Zakon kretanja tatke: X =V,C0Sa -t z=—¢ E+v0 sina -t

7. Eliminacijom vremena t iz zakona kretanja odredujemo jednacinu putanije tacke:

X 9
t=r—— = =T 5
V, COs 2 VyCosta

2
+X-tgo

Ocigledno da je putanja tacke parabola.

8. Domet tacke jeste koordinata Xo onog polozaja ,,D“ na horizontalnoj ravni gdje ¢e pokretna tacka
pasti po zavrsenom slobodnom kretanju. Odredimo ga iz uslova da je koordinata z, =0. Ako

stavimo u zakonu kretanja da je zZ, = 0 onda mozemo odrediti trenutak vremena t, kojem
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odgovara ova vrijednost koordinate Z . To je vrijeme koje je potrebno tacki da prede putanju od
pocetnog poloZaja do konacnog poloZaja kada udara u horizontalnu podlogu, tj. ukupno vrijeme
leta tacke iznosi

_ 2V sina
D —_ .
g9
2 -
V; sin 2a
Domet tacke je: Xp :X(tD):O—.

g

. . . T
Kako je sin2a =sin (72' — 2a) =sin 2(5—0{], proizilazi da se za jednu pocdetnu brzinu i dvije

.
vrijednosti ugla a(a, o = E—aj dobije isti domet (poloZeni i strmi kosi hitac). Maksimalni

V,
domet imamo za « = 45° i iznosi X =0

D max g
9. Maksimalna visina hica, tj. maksimalna visina penjanja materijalne tacke odgovrara polozaju
tjemena parabole. Odredi se iz uslova da je tangenta na putanju tacke u tjemenu parabole
horizontalna, tj. paralelna osi x. Kako je vektor brzine tacke odreden pravcem tangente na putanju,
to znaci da materijalna tacke u najviSem poloZaju na putanji ima samo horizontalnu komponentu

brzine, tj. V=V, , dok je V, =2 =0. Upravo iz ovog uslova, V, = Z =0, odredimo trenutak

V,Sinx . 5 o
vremena f, =——— u kojem se pokretna tacka nalazi u tjemenu parabole.
2 ain?2
V,SIN" o
Maksimalna visina hica je : Z, = z(th)z 02— .
g

X
Zbog simetri¢nosti putanje tacke je X, = ?D. Visina kosog hica zavisi samo od z komponente

pocetne brzine, tj. 2, =V,Sina.

DIFERENCIJALNE JEDNACINE KRETANJA NESLOBODNE (VEZANE) MATERIJALNE TACKE
(DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRINUDNOG KRETANJA MATERIJALNE TACKE)

Materijalna tacka je neslobodna ako se njeno kretanje pod dejstvom aktivnih sila vrsi po odredenoj liniji,
povrsiili dijelu prostora, a kretanje ovakve tacke naziva se neslobodno kretanje ili kretanje po vezi.
Jednacina date povrsi ili linije po kojoj je tacka prinudena da se kreée naziva se jednacina veze.Za vrijeme za
koje se tacka pri kretanju nalazi na vezi, njene koordinate moraju zadovoljiti jednacine veze.

JEDNACINE VEZA. PODJELA VEZA
Ukoliko se tagka kreée po nekoj povrsi, onda je jednadina veze jednatina te povrsi: f (X, Y, Z) =0.

Ukoliko se tacka kreée po nekoj liniji, koja je odredena presjekom dvaju povrsi, onda su jednacine veze
odredene jednacinama tih povrsi: (X, Y, Z) =0, f, (X, Y, Z) =0.

Ako se veze ne mijenjaju tokom vremena, nazivaju se skleronomne (stacionarne), a ako zavise od vremena,

f (X, Y, Z,t) =0, onda su reonomne (nestacionarne).

Ako veza ogranicava samo slobodu kretanja tacke u prostoru, a ne ogranicava intenzitet njene brzine, tada
jednacina veze ne zavisi od brzine i veza se naziva holonomna (geometrijska), a ako veza ogranicava i
slobodu kretanja tacke u prostoru i intenzitet njene brzine, tada jednacina veze zavisi od brzine tacke i veza
se naziva neholonomna (neintegrabilna).
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Veze su zadrZavajuce ili obostrane ako se za svo vrijeme kretanja tacka nalazi pod dejstvom veze, tj. ostaje
stalno na nepokretnoj povrsi ili liniji, odnosno veze su nezadrZavajuce ili jednostrane ako sprecavaju
pomjeranje tacke u nekom pravcu, ali dozvoljavaju pomjeranje u suprotnom pravcu.

Veze kod kojih zanemarujemo trenje, tj. koje smatramo idealno glatkim, nazivaju se idealne veze, dok su
veze kod kojih ne zanemarujemo trenje realne veze.

Proucavanje kretanje neslobodne tacke moze se izvrsiti na isti nacin kao i slobodne tacke, ako se veza
odstrani a njen uticaj zamjeni odgovarajuc¢om rekacijom veze.

Pri razmatranju neslobodnog kretanja tacke potrebno je dejstvo veza (materijalnih tijela) na materijalnu
tacku zamjenti reakcijama veza i onda razmatrati tacku kao slobodnu na koju osim aktivnih sila dejstvuju i
rekacije veza (princip oslobadanja od veza).

Ako sa F oznacimo rezultantu aktivnih sila, a sa R rezultantu svih reakcija veza, onda osnovna jednacina
dinamike za neslobodnu tacku glasi

mi=F +R.
KRETANJE TACKE PO GLATKOJ NEPOKRETNOJ POVRSI. LAGRANZEVE JEDNACINE PRVE VRSTE

Neka se tacka krec¢e po nepokretnoj glatkoj povrsi, pri ¢emu je veza holonomna. Koordinate tacke moraju

zadovoljiti jednacinu veze (povrsi) f (X, Y, Z) =0. Kako je veza idealna, reakcija veze N je usmjerena po

pravcu normale na povrs. Poznato je da je gradijent skalarne funkcije f (X, Y, Z) vektor koji je takode

usmjeren po normali u datoj tacki na uocenoj povrsi

grad f :ﬂf+ii+iﬁ .
ox oy 0z
Koriste¢i se uslovom kolinearnosti vektora N i grad f, moZe se napisati da je
N=Agradf, 4. NJi+Nj+ Nzﬁzﬂﬁf+ﬂﬂ]+liﬁ
OX oy 0z

gdje je A-LagranZev mnotzitelj veza.

Projektujuci osnovnu jednacinu neslobodnog kretanja tacke ma = F+N naose nepokretnog Dekartovog
sistema referencije, dobija se

m5(':X+NX:X+/1ﬂ
OX

my=Y+N, =Y ++ﬂ%

m'z'=Z+NZ=Z++/‘Lﬂ
574

Ove jednacdine nazivaju se LagranZeve jednacine prve vrste.

PRINUDNO KRETANJE MATERIJALNE TACKE PO KRIVOJ. OJLEROVE JEDNACINE
Pri kretanju neslobodne materijalne tacke po nepokretnoj glatkoj liniji diferencijalnu jednacinu kretanja

mézzn:

i=1

!

T

-+ N

moZzemo projektovati na ose prirodnog trijedra, tj. pravac tangente, normale i binormale
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ma[:mF:;Fit
2 n
ma, =m—=>F +N,

ma, =0=> F,+N,

i=1

Ove jednadine nazivaju se QOjlerove jednacine kretanja tacke po nepokretnoj krivoj. Reakcija idealne veze
razloZena je na komponente u pravcu normale i u pravcu binormale

N=N, +N,.
Ako se materijalna tacka krec¢e po nepokretnoj hrapavoj krivoj, reakcija veze R razlae se na normalnu

komponentu N i tangentnu komponentu Ifﬂ koja predstavlja silu trenja klizanja. Diferencijalne jednacine

kretanja neslobodne materijalne tacke po hrapavoj liniji u prirodnim koordinatama imaju oblik

Sila trenja klizanja odredena je izrazom Fﬂ = uN = an + sz .

Primjer: Posmatrajmo kretanje materijalne tacke M, mase m, po glatkoj kruznoj podlozi poluprec¢nika r.

Neka tacka M zapocinje kretanje bez pocetne brzine iz prikazanog poloZaja. Posto se tacka kreée u ravni po
zadatoj vezi (kruZnici), to ona ima jedan stepen slobode kretanja (s=2-1-1=1), a kao koordinatu koja definise
poloZaj tacke tokom kretanja mozemo uzeti ugao .

Trebamo nacrtati tacku M u nekom proizvoljnom poloZaju na vezi i primijeniti princip oslobadanja od veza,

tako da su sile koje dejstvuju na tacku teZina G (spoljasnja sila) i rekacija veze N (u ovom slucaju veza je
glatka pa je reakcija usmjerena po pravcu normale na vezu u datom polozZaju tacke).

Polazed¢i od Il Njutnovog zakona, kretanje tacke opisujemo diferencijalnim jednacinama u prirodnim
koordinatama:

mi=YF = ma=)F +N,
mat:ZFit

S obziron na da normalno i tangencijalno ubrzanje moZemo iskazati u funkciji ugla ¢, diferencijalne
jednacine kretanja tacke su:

projekcija na pravac normale (n)D : ml’gb2 =N-Gsing

projekcija na pravac tangente (t) 0: mrog=Gcose.
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Nepoznate u ovim jednacinama su N i ¢ . Reakciju veze N ¢emo odrediti iz prve jednacine (projekcije na

pravac normale) , ali zato moramo poznavati promjenu brzine ¢ u funkciji poloZaja tacke, tj. ugla ¢@. Iz

druge jednacine (projekcije na pravac tangente) moZzemo odrediti tu zavisnost, ako napiSemo da je:

paje:

Lo _dp dp__do
dt do dt " dg’
9
r

. d¢ .
mrgod—(p =mgcosp = @d@=-=-cosedep, &im su razdvojene promjenljive u jednadini.
@

Integraljenjem jednacine, uz pocetne uslove kretanja ¢, =0 i ¢, =0 (iz v, =r¢, =0), proizilazi

. 2
(D—:gsingp, t. @= /2gsingo.
2 r r

Iz poznate ugaone brzine ¢, znamo kolika je brzina tacke M, iskazana u funkciji poloZzaja tacke, ¢ :

V=rg=,/2grsing.

Najveca brzina tacke je za Sing =1 iiznosi v, =+/20r , a otigledno je da Sin@ =1 odgovara najnizem

poloZaju tatke m na putanji gdje je ¢ =90°.

.. v el . . .. v . .2
Rekaciju veze N sada moZemo odrediti iz projekcije na pravac normale, uvrstavanjem ¢°:

N = mrzgsingo+ mg sin ¢ =3mgsin ¢
r

U najniZzem poloZaju tatke na putanji, za ¢ = 90°, imamo maksimalnu vrijednost reakcije veze

N, =3Mg =3G.

U ovom zadatku odredili smo reakciju veze N, a tacka dejstvuje na vezu silom pritiska koja ima isti
intenzitet i pravac kao ova reakcija, samo suprotan smjer.

SILE OTPORA

Sile otpora su u tehnici ponekad vrlo znacajne i treba ih ukljuditi u jednacine kretanja tacke. Ove sile mogu
zavisiti od kretanja tacke. Sile otpora su tangencijalne na putanju tacke i imaju suprotan smjer od smjera
kretanja, npr. sila trenja klizanja izmedu dva tijela u dodiru ili sila otpora vazduha.

Kod kretanja krutih tijela u te¢nostima i gasovima pojavljuju se takode otpori kretanja koji se mogu odrediti
eksperimentalno. Pokazacemo dva idealizovana primjera.

a)

b)

Ako su brzine kretanja male onda kazemo da je strujanje fluida laminarno, a sila otpora sredine u
tom slucaju je proporcionalna prvom stepenu brzine : F, = kv.

Faktor proporcionalnosti K zavisi od geometrije tijela oko kojeg struji fluid i dinamicke viskoznosti
fluida n. DZordZ Gabrijel Stoks (1819-1903) je 1854. god. odredio zakon za silu otpora kugle

polupreénika I oko koje struji te¢nost brzine V: F,=67znrv.

Ako su brzine strujanja vece onda je strujanje turbulentno. Kod turbulentnog strujanja priblizna sila
. . . 2
otpora je proporcionalna drugom stepenu brzine: F, =kv*.

Faktor proporcionalnosti K ovdje zavisi od geometrije tijela i gustine fluida o koji struji oko tijela.

Cesto se sila otpora kod turbulentnog strujanja oko tijela pie u obliku: F, = ngﬂvz. Ovdje je

A, projekcija tijela na ravan koja je okomita na smijer strujanja, a C,jeste bezdimenzionalna

znacica strujanja, koja ukljuCuje vise znacaja strujanja. Npr. kod modernih automobila C, je manja
od 0,3.
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OPSTI ZAKONI DINAMIKE MATERIJALNE TACKE

Da bi se izu¢avanje kretanja materijalne tacke pojednostavilo i da bi se u pojedinim tehnickim problemima
odredile samo odredene velicine, kao npr. brzina u odredenom poloZaju ili brzina u odredenom
vremenskom intervalu, a da se pri tome problem kretanja ne proucava u cjelini, izvedeni su opsti zakoni
dinamike tacke. Njihovom primjenom izbjegava se integraljenje diferencijalnih jednacina kretanja.

Opsti zakoni povezuju osnovne dinamicke veli¢ine koje karakterisu kretanje (kineticku energiju, koli¢inu
kretanja, moment kolicine kretanja) sa veli¢inama koje karakterisu djelovanje sila (rad sile, impuls sile,
moment sile).

Opsti zakoni dinamike materijalne tacke su:
e Zakon o promjeni koli¢ine kretanja,
e Zakon o promjeni momenata koli¢ine kretanja,

e Zakon o promjeni kineti¢ke energije materijalne tacke.

KOLICINA KRETANJA. ZAKON KOLICINE KRETANJA (ZAKON IMPULSA)

Koli¢ina_kretanja materijalne tacke K je vektorska velicina koja

predstavlja proizvod mase tacke i vektora brzine tacke, K=mv.

Ovaj vektor je kolinearan sa vektorom brzine i ima isti smjer. MoZe se
razloZiti na komponente u pravcu koordinatnih osa referentnog
koordinatnog sistema. Jedinica koli¢ine kretanja je [kgms™] ili [Ns].

Impuls sile. Najprije definiSimo elementarni impuls sile za beskonacno

mali interval vremena. To je vektorska veli¢ina dI = Fdt, gdje je dt
elementarni vremenski interval. Ovaj vektor je kolinearan sa vektorom

sile F . Sad moZemo definisati impuls sile za odredeni vremenski
interval, npr. t, —t:

= [di = Fdt.
to ty

Pravac impulsa poklapa se sa pravcem i smjerom sile. Jedinica za impuls sile je [kgms™] ili [Ns]. Moguce je
nadi projekcije impulsa sile na ose referentnog koordinatnog sistema.

Impuls sile pokazuje efekat dejstva sile u nekom vremenskom intervalu. Da bismo mogli izracunati
vrijednost impulsa sile, sila mora biti poznata funkcija vremena ili konstanta.

Impuls rezulatante sistema sile koje dejstvuju na materijalnu tacku u datom vremenskom intervalu, jednak
je vektorskom zbiru impulsa komponentnih sila u istom intervalu vremena:

T [Fdt=[(F+F, oot B Yit= [ Fts [ Fidtes [Fdt=T 4T, 4T, =3
; ; : ! 0 i-1

Zakon o promjeni koli¢ine kretanja materijalne tacke

—

Ako podemo od osnovne jednacine dinamike ma = F , gdje je F rezultanta svih sila koje dejstvuju na
tacku, imamo:
av =
m—=F,
dt
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TN

= K
pri M =const imamo: %(mV) =F , odnosno C::I_t =

Ova jednacine iskazuje zakon o promjeni koli¢ine kretanja materijalne tacke u diferencijalnom obliku: Izvod
vektora koli¢ine kretanja tacke po vremenu jednak je rezultujuéoj sili koja dejstvuje na tacku.

Sad éemo uspostaviti vezu izmedu kolicine kretanja i impulsa sile. Ako podemo od jednacine
dK =d (mv)= Fdt
i i ntegralimo je u intervalu vremena t; —t, dobijamo:

n

v t
Jd(mV):J.IEdt, odakle je mV—mVO:r,odnosno K—RO:T:ZF.
ty

Y i=1

Ova jednacina iskazuje zakon o promjeni koli¢ine kretanja materijalne tacke u kona¢nom ili tzv.integralnom

obliku: Prirastaj vektora koli¢ine kretanja tacke za neki konac¢ni vremenski interval jednak vektorskom
zbiru impulsa svih sila koje dejstvuje na tacku u tom interval vremena .

Zakon o odrzanju kolicine kretanja materijalne tacke

Ako na materijalnu tacku ne dejstvuju sile ili ako dejstvuje takav

sistem sila Ciji je vektorski zbir jednak nuli lfr = Z |f| =0, ondaje
dK d,
E =0, odnosno a(mv) =0, odakle slijedi da je

mvV = const,

odnosno MV —mV, =const, odakle slijedi V =V, =const.

Ako je u nekom vremenskom intervalu vektorski zbir impulsa svih
sila_koje djeluju na tacku jednak nuli, onda je koli¢ina kretanja
materijalne tacke na kraju tog intervala jednaka koli¢ini kretanja
na_pocetku intervala, tj. tacka se krece ravhomjerno pravolinijski , a takvo kretanje naziva se kretanje po

inerciji.

MOMENT KOLICINE KRETANJA. ZAKON MOMENTA KOLICINE KRETANJA

Iz statike je poznato da je moment sile u odnosu na pol O definisan jednacdinom:
MO =FxF.

Analogna veli¢ina u dinamici je moment koli¢ine kretanja materijalne tacke (kineticki moment) i predstavlja

moment vektora koli¢ine kretanja K u odnosu na pol (tacku) O:

i ] K
L=rxK=rx(mV)=x vy z
mx my mz

gdje je ' vektor poloZaja tacke. Ocigledno je da se mogu odrediti projekcije vektora momenta koli¢ine
kretanja u pravcu koordinatnih osa referentnog koordinatnog sistema, koje definiSu moment kolicine
kretanja tacke za osu:

L, =L =m(yz-zy), L, =L, =m(zx-x2), L, =L, =m(xy - yx).
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Zakon o promjeni momenta kolic¢ine kretanja materijalne tacke

MoZemo uspostaviti zavisnost izmedu momenta kolicine kretenja tacke i momenta sile.

dv =~ "
Ako podemo od Il Njutnovog zakona ma = Z F. ipomnozimo sa vektorom poloZaja tactke I dobijamo

- dv = —
rx(maj:erFi :ZMCI):I .
Ukoliko deriviramo po vremenu vektor konetickog momenta dobijemo

di, d,. . dfF _ _ dv _ _ _  dvV
—2 =—(FxmV)=—xmV+Fxm—=VxmV+Fxm—,
dt dt dt dt dt

Posto su vektori V i mV kolinearni njihov vektorski proizvod je jednak nuli, pa je
di, . dv - g
d—l_tozrme=erFi :ZMg' .

Jednacdina izrazava zakon o promjeni momenta koli¢ine kretanja materijalne tacke: lzvod kinetickog
momenta u odnosu na nepokretni pol O po vremenu jednak je vektorskom zbiru momenata sila koje
dejstvuju na pokretnu tacku, racunatih za isti nepokretni pol.

Vektorskoj jednacini odgovaraju tri skalarne jednacine:

di,, _ g Oy F
dt_ZMW dt_ZMW

d

Lo, _ i
m_ZM“

Primjer: Matematicko klatno

Matematicko klatno predstavlja materijalna tacka tezine G, o
objeSena u nepokretnoj tacki A o neistegljiv konopca duzine N i A
|, koja izvodi kretanje u vertikalnoj ravni pod djelovanjem "

vlastite tezine. Proizvoljan poloZaj tacke odreden je uglom ¢ b \:)

, a nakon oslobadanja tacke od djelovanja veze, tacka je po _ wd e

-
ofs

R . ! @G
dejstvom tezine G = mg i sile u konopcu S (reakcija veze). : w G =myg l

Kineticki moment tacke u odnosu na tacku vjesanja A i moment sila koje dejstvuju na tacku u odnosu na
tacku A su:

Ly, =Imv=Im(lp)=ml*p, M, =-mgsingl

Zakon o promjeni kinetickog momenta za osu koja prolazi kroz tacku A i koje je okomita na ravan kretanja je
u ovom slucaju
dL,
dt

=M, = %(mlz(p) =—mglsing
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mi%j=-mglsing = gb+%sin¢)=0

Za male otklone klatna vazi aproksimacija Sin @ = ¢ pa je jednacina kretanja klatna

¢5+Iggo:0.

Ovo je linearna diferencijalna jednacina 2. reda, a kretanje klatna jesu harmonijske oscilacije.
Zakon o odrzanju momenta kolicine kretanja materijalne tacke

Ako na materijalnu tacku dejstvuje takav sistem sila da je vektorski zbir momenata tih sila u odnosu na
nepokretni pol O jednak nuli, Z Mg' =0, ondaje

dd_LtO:O, odakle je I:O =T xMmV = const.

Ova jednacina iskazuje zakon o odrZanju momenta koli¢ine kretanja tacke u odnosu na nepokretni pol O. S

obzirom da je vektorski proizvod vektora poloZaja i brzine tacke konstantan, to znaci da ovi vektori leze u
stalnoj ravni, tj. tacka se krece u ravni.

RAD SILE. ENERGIJA. ZAKON KINETICKE ENERGIJE MATERIJALNE TACKE

Polaze¢i od Njutnove jednacine m ., hjenim projektovanjem na

Q|
Il
.M:
|

pravac tangente dobijamo:

dv ds dv
m———=>» F mv—=>» F mvdv=» F.ds .
a2 T M=l Ro= 2F

1
Posto je m = const, lijeva strana jednacine se moZe napisati kao d (E mVZ], sto predstavlja diferencijal
kineti¢ke energije tacke, tj. dE, . Kineti¢ka energije tacke jednaka je polovini proizvoda mase tacke i

1
kvadrata njene brzine E, :Emvz. Desna strana predstavlja zbir elementarnih radova sila koje dejstvuju

na tacku.

Posljednja jednacina sada se moZe napisati kao:

dE, =D dA.
Ova jednacina izraZzava zakon o promjeni kineticke energije matreijalne tacke u diferencijalnom obliku:

Prirastaj kineticke energije na elementarnom pomjeranju materijalne tacke jednak je algebarskom zbiru
radova svih sila koje dejstvuju na tacku na tom pomjeranju.

Integraljenjem jednacine izmedu dva konacna razli¢ita poloZaja tacke Myi M,

mVl vdv = T Fdscos(l (F,&) dobijase
2
Vo Mo
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mv?

2
2_1 _%ZZAOJ odnosno Ekl_EkO :ZAOJ'

Ova jednacina izrazava zakon o promjeni kineticke energije matrijalne tacke u konac¢nom ili integralnom
obliku: Promjena kineticke energije materijalne tacke pri pomjeranju tacke izmedu dva polozaja, jednaka je
zbiru radova svih sila koje dejstvuju na tacku pri tom pomjeranju.

Rad sile

Neka se materijalna tacka na koju dejstvuje sila pomjera duZ putanje S.
Ako u beskonac¢no malom intervalu vremena tacka izvrSi elementarno

pomjeranje dr , onda je elementarni rad dA sile F na elementarnom
pomjeranju dr veli¢ina odredena skalarnim proizvodom

dA=F -dr
Ako vektor sile i vektor elementarnog pomjeranja tacke prikazemo preko

njihovih komponenata u pravcu osa dekartovog koordinatnog sistema,
onda daobijamo analiti¢ki izraz za elemetarni rad sile:

dA=F .drF :(XT+YT+ZIZ)-(de+dyT+dzIZ): Xdx +Ydy + Zdz .

Ako je materijalna tacka izvrsila konacno pomjeranje po odsjecku svoje putanje izmedu tacaka My i M,,
onda je odgovarajuci rad sile na predenom putu

M,
Auom, = [ (Xdx+Ydy+Zdz).
M,

Da bi se mogao izraCunati ovaj integral neophodno je da sila i pomjeranje zavise od jedne iste promjenljive.
Najjednostavnije je izracunati rad kada je sila konstantnog intenziteta u toku pomjeranja ili kada zavisi od
poloZaja tacke. Ako sile zavise od vremena ili brzine tacke, onda je neophodno poznavati i zakon kretanja
tacke.

Ako vektor elementarnog pomjeranja iskazemo kao dr = dsét , gdje je € jedini¢ni vektor tangente na

putanju tacke u datom poloZaju, onda je elementarni rad sile

dA=F -dsg = Fdscosll (F,6 )=Fds

gdje je F, projekcija sile na pravac tangnente na putanju u datom polozaju. Odavde se vidi da rad na

elementarnom pomjeranju ds vrsi samo tangentna komponenta sile F,, dok je rad normalne komponente

sile_jednak nuli, jer je ona upravna na pravac vektora brzine tacke, tj. na vektoru pomjeranja tacke
dF:dsét. Ocigledno je da rad zavisi od sile i pomjeranja, kao i ugla izmedu njih, tako da moZe biti

pozitivan, negativan i jednak nuli. Rad sile na konachom pomjeranju je
M,

Au.w, = | Fdscos (F.&).
M,

Jedinica za rad sile je dzul [J]. DZul je rad koji izvrSi sila od 1 N kada se njena napadna tacka pomjeriza 1 mu
smjeru dejstva sile, tj. dZul je jednak njutnmetru [Nm],odnosno vatsekundi [Ws]. Jedinica za kineticku
energiju je ista kao za rad sile, tj. dzul [J].

Pri pravolinijskom pomjeranju tackeM rad sile E konstantnog intenziteta i

T

pravca odreden je skalarnim proizvodom vektora sile i vektora pomjeranja
Mo Vi o napadne tacke te sile:

A=F -0 =Fucosl (lf,u)
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Ako je ugao o odtar, rad sile je pozitivan, a ako je ugao a tup rad sile je negativan. Kada je 0=90° rad sile je
jednak nuli.

Ako na tacku dejstvuje sistem sila konstantnog intenziteta i pravca, onda je rad tih sila na pravolinijskom
pomjeranju U :

>
Il
T
<l
Il
—_—
=l
+
ol
+
+
!

)-U=F-0+F, -G+.+F, 0= F-0

N

A:A1+A2+...+A1:i:A1

Rad rezultanete sile na kona¢nom pomjeranju U jednak je algebarskom zbiru radova komponentnih sila na
tom istom pomjeranju.

Efekat rada-snaga: pod snagom se podrazumijeva veli¢ina koja karakteriSe rad sile u jedinici vremena.
Snaga P sile koja dejstvuje u beskona¢no malom intervalu vremena dt je

n_OA_F.dr
dt ot

=F-V=Xx+Yy+2Zz

A
Ako se rad tokom vremena t vr$i ravhomjerno, onda je snaga P = T . Jedinica za snagu je vat [W].

Rad sile teZe, sile elasti¢nosti i sile trenja

Rad sile teze

Neka se tacka M pod dejstvom sile teze G pomjeri po nekoj krivoj iz
polozaja Mg (X,, Yy, Zy) u polozaj M, (X, Y;,2,). S obzirom da sila G ima

projekciju samo u pravcu z-ose, rad sile teZe pri tom pomjeranju je

y
M, 4
Ao, = I(XdX+Ydy+ZdZ):_IGdZ =-G(2,-2,)=G(z,-1)
v Zo

Rad sile teZe jednak je proizvodu iz intenziteta sile i odgovarajuéeg vertikalnog pomjeranja h njene
napadne tacke. Rad je pozitivan ako pocetni polozaj My iznad konacnog polozaja M; napadne tacke sile, a
negativan ako je polozaj My ispod konaénog poloZaja M; tacke.

A=+Gh
Rad sile teZe ne zavisi od od duZine puta niti od oblika trajektorije napadne tacke sile ve¢ zavisi samo od
normalnog rastojanja izmedu horizontalnih ravni koje prolaze kroz pocetni i krajnji polozaj tacke.

Sile koje imaju osobinu da im rad ne zavisi od duZine puta i oblika trajektorije nazivaju se konzervativne
sile.

Rad sile elasti¢nosti (sile u opruzi):

Neka je tacka M vezana oprugom krutosti ¢ koja je drugim krajem vezana za nepokretnu ravan. Ako tacku M

izvedemo iz ravnoteznog poloZaja, ona ée pod dejstvom sile uspostavljanja IfC vrsiti pravolinijsko kretanje.
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Ako je X veli¢ina deformacije opruge, onda je projekcija sile u opruzi na OX - osu F., =—CX, aradsile na

konacnom pomjeranju M M je odreden izrazom:
2 X

M X X C( )
* N A :J'Fdx=—cjmkz—c—— =—(x>-x*
— F 1 (o 0
i‘\/\c/\/‘éﬁvﬂv’\ A AA A aoh M Mo o : o ?

X
WVV VTV e
ARV Y VOV 1

X, 5 U ovom izrazu X, je pocetna deformacija opruge

EiEe e | .. v v v .
)"\x——J (deformacija opruge u pocetnom poloZaju tacke), a X je

krajnja deformacija opruge (deformacija opruge u krajnjem
poloZaju tacke).

Ako nema pocetne deforamcije, X, = 0, onda je rad sile u opruzi na nekom konaénom pomjeranju X :

1.2
=-=cx’.
A==

Analogno, kod torzione opruge sa konstantom torzione krutosti C;, rad sile pri deformaciji za ugao ¢ je:

__ 15
Ay = ZCT§0 .

Rad sile uspostavljanja IEC ne zavisi od oblika trajektorije ve¢ samo od pocetnog i krajnjeg poloZaja tacke,

tako da je sila elasti¢nosti opruge takode konzervativna sila.

Rad sile trenja klizanja

Ako se tacka M kreée po hrapavoj povrsini, onda na nju dejstvuje sila trenja
klizanja. PosSto sila trenja klizanja uvijek ima smjer suprotan od smijera
pomjeranja tacke M, rad sile trenja je:

Sila trenja klizanja nije konzervativna sila, ve¢ disipativna, bududi da trosi
energiju, tj. usljed djelovanja sile trenja energija se pretvara u toplotu.

KONZERVATIVNE (POTENCIALNE) SILE

Sila F , odnosno njene projekcije, moZe da zavisi od pomjeranja njene napadne tacke, tj. da zavisi od
poloZaja tacke. Poseban sludaj ove zavisnosti je kada postoji takva funkcija U (X, Y, Z) koordinata napadne

tacke sile, da se sila F moZe izraziti u obliku gradijenta ove funkcije:

Fogradu =27+ M5 My
OX 0z

gdje su projekcije sile na ose jednake parcijalnim izvodima funkcije U,
oU ouU ouU

X:—, Y:—, Z:—
OX oy 0z

Skalarna funkcija U (X, Y, Z) naziva se funkcija sile, a sila F je u tom sluéaju konzervativna sila.

Ako je sila konzervativna, onda mora biti zadovoljeno
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X 0 9y X _oU oz oY _ U _az

oy oxoy ox' ot oxar ox oz oyar oy

Ove jednacine se mogu krace zapisati preko rotora sile

rotF = 0
0

=< \%)|Q) —
N %|Q) =~

X
X
Znadi, sila F ¢e biti konzervativna ako zavisi od polozaja i ako je rot F=0.

Elemenatrni rad konzervativne sile F na pomjeranju dr jednak je totalnom diferencijalu funkcije sile:

M+ &7 20 (a0 + o+ oK) = S+ Tty + Pz = du
OX oy z OX oy 0z

Rad konzervativne sile F na kona&nom pomjeranju tacke iz poloZaja Mo(Xq,Yo,20) U poloZaj Mi(x1,y1,21) je

dA=|f-dF=[

M,
Ay = j du =U (Xv yl,Zl)_U (XO’yOYZO):Ul_UO’
Mo

Rad konzervativne sile zavisi samo od vrijednosti funkcije sile (odnosno potencijalne energije) u krajnjem i
pocetnom poloZaju, a ne zavisi od oblika putanje kojom se napadna tacka sile kretala.

Cesto se u mehanici umjesto funkcije sile U koristi potencijalna energija Eo(x,y,2), koja je jednaka funkciji

sile sa negativnim predznakom, t;j. Ep =-U.

U tom smislu se rad konzervativne sile moZe iskazati i preko potencijalne energije

M, M,
A, = j duU = J.—dEp =E,—E,

Mo M,

tj. rad sila konzervativnog polja pri nekom pomjeranju materijalne tacke jednak je razlici vrijednosti
potencijalne energije tacke u njenom pocetnom i krajnjem poloZaju.

ZAKON ODRZANJA MEHANICKE ENERGIJE

Zakon o promjeni kineticke energije moZe se napisati kao:
Ew—Ew=> A0=E,n-E, = Eq,+E,=E,+E, =const,

tj. ako sile koje dejstvuju na tacku imaju potencijal onda je zbir kineticke i potencijalne energije konstantan.
Ovim je iskazan zakon odrzanja mehanicke energije.

Potencijalna energija materijalne tacke u bilo kojem njenom poloZaju jednaka je radu koji izvrse sile
konzervativnog polja, koje dejstvuju na tacku, pri pomjeranju tacke iz datog u nulti poloZaj. Potencijalna
energije tacke u nultom poloZaju je jednaka nuli, tj. E;=0.

S obzirom da smo prethodno definisali rad nekih konzervativnih sila, sada te sile moZzemo iskazati i preko
potencijala:

a) potencijal tezine G na udaljenosti Z od povriine zemlje naziva se gravitacioni potencijal,

E, =Gz
b) potencijal sile u opruzi, ako je opruga rastegnuta za iznos X (odnosno ¢ kod torzione opruge)

1 1
je Ep = ECXZ (odnosno za torzionu oprugu Ep = ECTgoZ ).
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Suprotno od teZine i sile u opruzi, sila trenja nema potencijal, tj. sila trenja nije konzervativna. To znaci da
njen rad zavisi od puta, a usljed sile trenja mehanicka energija se pretvara u toplotu. Takve sile hazivamo
disipativne sile (sile koje trose energiju).

U sistemima u kojima se pojavljuju takve sile ne vrijedi zakon odrZzanja mehanicke energije, ve¢ se mora
primijeniti zakon o promjeni kineticke energije i pri izraCunavanju rada sila potrebno je izracunati rad
disipativne sile.

DINAMIKA MATERIJALNOG SISTEMA | KRUTOG TIELA

MATERIJALNI SISTEM. PODJELA SILA KOJE DEJSTVUJU NA MATERIALNI SISTEM

Pod pojmom materijalni sistem (sistem materijalnih tadaka) podrazumijeva se konacan broj materijalnih
tacaka koje su na odredeni nacin povezane. Analiza sistema materijalnih tacaka je veoma vazna jer u prirodi
i tehnici postoje kretanja u kojim ucestvuje vise tijela, a ta tijela moZemo idealizovati materijalnim tackama
koje obrazuju materijalni sistem.

Diskretan materijalni sistem obrazuju materijalne tacke koje se nalaze na medusobno konacnim
rastojanjima.

Ako su mase neprekidno rasporedene u nekom dijelu prostora, tada tacaka ima beskona¢no mnogo i sistem
obrazuje neprekidnu sredinu.

Oblast prostora ispunjena neprekidno rasporedenom masom predstavlja materijalno tijelo.

Materijalni sistem mozZe biti obrazovan ne samo od skupa materijalnih tacaka, ve¢ i od skupa materijalnih
tijela.

Sve sile koje dejstvuju na tacke sistema mogu se podijeliti na spoljasnje i unutrasnje sile.

Spoljasnje sile su sile kojima materijalne tacke ili tijela koja ne ulaze u sastav sistema dejstvuju na

materijalne tacke ili tijela posmatranog materijalnog sistema, Fs.

Unutrasnje sile su sile kojima dejstvuju jedna na drugu materijalne tacke (tijela) posmatranog sistema, Fu.

Neke osobine unutrasnjih sila koje dejstvuju na sistem:
1) Vektorski zbir (glavni vektor) svih unutrasnjih sila materijalnog sistema jednak je nuli

Fi = =0
i=1

Ovo slijedi iz treceg Njutnovog zakona (akcija=reakcija), tj. izmedu bilo koje dvije tacke

materijalnog sistema dejstvuju sile istog intenziteta i pravca a suprotnog smjera, IEij = —IEji (indeks

”ij “ oznacava silu kojom j-ta masa sistema dejstvuje na j-tu masu, i obrnuto indeks ,, i “ oznacava

silu kojom i-ta masa sistema dejstvuje na j-tu masu.
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2) Vektorski zbir momenata (glavni moment) svih unutrasnjih sila materijalnog sistema u odnosu na
proizvoljno izabrani pol o jednak je nuli

VL SIS Y S

GEOMETRIJA MASA. MASA MATERIJALNOG SISTEMA. SREDISTE (CENTAR) MASA

Kretanje materijalnog sistema osim sila koje dejstvuju na njega zavisi i od ukupne mase sistema i od
rasporeda mase u tom sistemu.
Masa materijalnog sistema jednaka je algebarskom zbiru masa svih tacaka ili tijela, koje obrazju sistem

m= imi
i=1

Raspored masa materijalnog sistema prevashodno je okarkterisan poloZajem tacke koja se naziva srediste
masa _ili_centar inercije _materijalnog sistema. SrediSte masa ili centar inercije materijalnog sistema

sacinjenog od n materijalnih tacaka jeste geometrijska tacka C Ciji je poloZaj u odnosu na izabrani sistem
referencije Oxyz odreden vektorom
n
2.
_ =l

m

e

n

Velicina Zmiﬁ naziva se staticki moment masa taCaka sistema. PoloZaj srediSta C masa moguce je
i=1

odrediti pomocu Deakrtovih koordinata te tacke, tj. projektovanjem vektroske jednacine na ose Dekartovog

koordinatnog sistema Oxyz
n n n
Zmixi Zmi Yi Zmizi
X . = =L Ly = oz =i
¢ m ¢ m ¢ m

Ocigledno je da poloZaj sredista masa C sistema zavisi samo od rasporeda masa tacaka sistema, a ne zavisi
od toga da li na razmatrani sistem dejstvuju ili ne dejstvuju sile, niti zavisi od izbora sistema referencije.
Ako sistem obrazuju kruta tijela, onda se na ovaj nac¢in mozZe odrediti i poloZaj teziSta sistema krutih tijela.
Teziste krutog tijela, odnosno neizmjenljivog materijalnog sistema, poklapa se sa srediStem masa sistema.
SrediSte masa je opstiji pojam od teZista, jer teZiSte je definisano samo za kruto tijelo, dok srediste masa
kako karakteristika rasporeda masa se odnosi na bilo koji materijalni sistem, izmjenljiv ili neizmjenljiv.

MOMENTI INERCIJE MATERIJALNOG SISTEMA (POLARNI, AKSIJALNI, PLANARNI)

Pri translatornom kretanju materijalnog sistema ili krutog tijela, mjera inercije jeste masa sistema (tijela), a
karakteristika rasporeda masa u tom slucaju jeste srediSte C masa ili centar inercije materijalnog sistema.
Medutim, pri obrtnom kretanju materijalnog sistema, odnosno krutog tijela mjera inercije jeste moment
inercije, koji takode predstavlja karakteristiku rasporeda masa.

Moment inercije materijalnog sistema odnosno krutog tijela u odnosu na dati pol O (polarni moment
inercije), osu z (aksijalni moment inercije) ili ravan I1 (planarni moment inercije) naziva se skalarna veli¢ina
koja je jednaka zbiru proizvoda masa svih ta¢aka sistema i kvadrata rastojanja tacaka od datog pola O, ose
zili ravni IT:
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lo = Zmir.2 polarni moment inercije
aksijalni moment inercije

mr7  planarni moment inercije

U Sl sistemu mjera jedinica mjere za moment inercije je kilogram metar na kvadrat [I] = kgmz.

Ako materijalni sistem predstavlja homogeno kruto tijelo, onda je potrebno tijelo (u mislima ) rastaviti na
konacan broj elementarnih dijelova i odrediti priblizni momenet inercije po datim formulama, a zatim
izraCunati granicnu vrijednost pribliZnog momenta inercije, pretpostavljajuci da broj dijelova n na koje smo
tijelo rastavili tezi beskonacnosti. Moment inercije homogenog tijela u odnosu na proizvoljnu osu je

gdje se integral odnosi na cijelu yapreminu V tijela.
Ako posmatramo materijalni sistem, onda je aksijalni moment inercije tog sistema u odnosu na osu Ox
odreden sa

n n
lo = 2 M2 =" m (Y +27), jer je K =(y/+27).
i=1 i=1

Analogno je
n n

n n
2 2 2 2 2 2
loy = 2 Mity :zmi(xi g )' lo, = mir; :zmi(xi Yi )
i1 i1 1 ]

Polarni moment inercije je

n n
2 2 2. o2
IO:zmiri :Zmi<xi +Y; +Zi)'
i1 =

Sabiranjem aksijalnih momenta inercije za ose Ox, Oy i Oz dobije se

zn:mi (yi2 + zf)+zn:mi (xi2 + zi2)+znlmi (x,2 + yf) = Zzn:mi (xi2 +yi+ zf)
i=1 i=1 i=1 i=1

Lo + on +1o, =21,

tj. zbir aksijalnih momenata inercije materijalnog sistema za tri koordinatne ose Dekartovog pravouglog
sistema referencije jednak je dvostrukom polarnom momentu inercije tog sistema za pol O koji se nalazi u
koordinatnom pocetku datog referentnog sistema.

Za homogeno kruto tijelo momenti inercije definisani su sa

lo, :j(y2 +2%)dm, 1, :j(x2+zz)dm, lo, =‘|‘(x2 +y? Jdm
\ \ \
Iy =I(x2+y2+22)dm
\

Odredivanje momenta inercije nehomogenih tijela ne vrsSi se koristenjem ovih formula, veé
eksperimentalnim metodama.

Moment inercije sistema u odnosu na proizvoljnu osu z moguce je izraziti u obliku proizvoda mase sistema i
kvadrata linearnog rastojanja od te ose, tj. poluprecnika inercije u odnosu na tu osu

2
I, =mp;

Ukoliko je poznat moment inercije sistema za osu, onda se poluprecnik inercije tog sistema za osu odreduje
formulom
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Poluprecnik inercije sistema je geometrijski jednak rastojanju od ose one tacke u koju treba koncentrisati
cjelokupnu masu sistema, da bi moment inercije te tacke bio jednak momentu inercije datog sistema u
odnosu na tu osu.

ZAVISNOST IZMEDU MOMENATA INERCIE SISTEMA
U ODNOSU NA DVIJE PARALELNE OSE. HAJGENS-STAJNEROVA TEOREMA

Da bi odredili moment inercije sistema u odnosu na osu z; koja je
paralelna osi Cz koja prolazi kroz srediste masa C sistema, postavimo
sistem referencije Cxyz sa pocetkom u tacki C (srediste masa
sistema). Aksijalni momenti inercije u odnosu na ose zi z; su

n
2 2 2
e, :Zmiriz = mi(xi +Yi )’
=)

i=1 i

>

n

I, =Zn:miriz21 =2.m (Xi2+(yi _d)z)
i=1 =1

odnosno

n n

I, =l +d?> m—2d> my, .

i=1 i=1

n
Na osnovu poznate koordinate Y. srediSta masa C sistema my. = Zmi Y; , a kako je tacka C usvojena za
i=1

pocetak sistema referencije Cxyz, to je Y. =0, moZe se napisati
_ 2
I, =1, +md

Ova formula izraZzava Hajgens-Stajnerovu teoremu: Moment inercije_materijalnog sistema (tijela) za neku
osu jednak je zbiru iz momenta inercije tog sistema (tijela) u odnosu na paralelnu osu koja prolazi kroz
srediSte masa sistema (teZiSte krutog tijela) i proizvoda mase sistema i kvadrata rastojanja izmedu tih osa
(zbir iz sopstvenog momenta inercije i poloZzajnog momenta inercije).

Iz ove formule slijedi da je |Zl > 1, , tj. najmanji je moment inercije za osu koja prolazi kroz srediste masa

sistema . Moment inercije za osu koja prolazi kroz srediste masa sistema naziva se sopstveni moment
inercije.

MOMENT INERCIJE ZA OSU PROIZVOLINOG PRAVCA KROZ DATU TACKU

Izvedimo moment inercije za osu U koja prolazi kroz tacku O (koordinatni pocetak) i koja sa osama x,y,z
zaklapa uglove a, B, y. Jedinicni vektor U, ose U ima projekcije cosa, cosp i cosy.
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Ako je h rastojanje elementarne mase dm od ose U, onda je elementarni moment inercije za osu U
dl, =h*dm,

a moment inercije tijela za osu U je
1, = [hdm.
\

Rastojanje h se iskaze kao intenzitet vektorskog proizvoda vektora polozaja I ijedini¢nog vektora U, :
|[FxT,|=ru,sin@=rsind=h

ili se kvadrat ratojanja h “iskaze analiticki

N
=

h?=(Fx0,)" =| x y z | =
CoOSa COSf coSy

:(ycos;/—zcosﬂ)2 +(zcosoc—xcos;/)2 +(XCOSﬂ—yCOSCZ)2 =
= (y?+2%)cos® a +(x* +2%)cos® B+(X* +y*)cos® y —

—2Xy COS ¥ COS F —2Yyz COS [ COS y — 2XZ COS X COS ¥

Ako sada h? zamijenimo u integralu kojim definiéemo moment inercije tijela i izdvojimo konstante ispred
integrala, dobijemo

|, = cos® aI(y2+ZZ)dm+COSZ ﬂ‘[(x2 +2°)dm+cos’ yj(x2+y2)d -
\% \% \%

—2C0S & COS ﬁj xydm —2cos 3 cos ;/j yzdm —2 cos & oS ;/I xzdm =
\ \ \

=1,cos’ a+1,cos’ B+1,c0s” y—21, cosacos f—21,cos fCosy —2l,,COSaCOSy

Velicine IXy, Iyz, l,, nazivaju se centrifugalni momenti inercije (mogu biti ve¢i ili manji od nule ili jednaki

nuli):

Ly =1 = Ixydm, l,=1,= I yzdm, I,=1, =Ixzdm, centrifugalni momenti inercije.
\ \ \

Negativne vrijednosti centrifugalnih momenata inercije nazivaju se proizvodi inercije:
Iy =1,= —I xydm, 1,=1,= —J. yzdm, 1,=1, = —J. Xzdm, proizvodi inercije.
\Y \Y \Y

Devet velicina: I, 1,,1,,1,=1,,1,=1,,1,=1, (od kojih je nezavisnih 3est) karakteridu inercijska

svojstva tijela pri rotaciji (invarijantnu osobinu tijela pri njegovoj rotaciji) i nazivaju se tenzor inercije tijela
(matrica inercije):

X Xy Xz

yX y yz

N
x
N

<
N
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OPSTI ZAKONI DINAMIKE METERIJALNOG SISTEMA

ZAKON O KRETANJU SREDISTA MASA MATERIJALNOG SISTEMA

Posmatramo kretanje materijalnog sistema sacinjenog od n tacaka na zs
koje dejstvuju spoljasnje i unutrasnje sile. Za svaku tacku sistema, ako ih ; My s o
posmatramo kao slobodne, mogu se napisati diferencijalne jednacine gy E \K
kretanja saglasno Il Njutnovom zakonu E:‘\ Mi ¢ My
— — L |
= S u I -
ma=FK+F o~ | Fr
~ = = Zi 2
m,a, =F, +F, g f t;f/ I
A XC____;_;\I;\C}///JT(‘
S u ;Z = l‘ = v
ma, =F +F

n n
Kako je osobina unutrasnjih sila da je FF;J = z F ”I =0, a iz vektora polozaja sredista masa C M, = Zmi
i=1 i=1

0l

n n
se diferenciranjem po vremenu dobije mi, =ma, = Zmiﬁ = Zm. ., moZe se napisati
i=1 i=1

Ova jednacina izrazava zakon o kretanju stediSta masa materijalnog sistema: SrediSte masa C (centar
inercije) materijalnog sistema krece se kao materijalna tacka sa masom jednakom zbiru masa svih tacaka
sistema na koju dejstvuje glavni vektor svih spoljasnjih sila sistema.

Zakon o odrzanju kretanja sredista masa materijalnog sistema:
Ako na razmatrani materijalni sistem dejstvuje takav sistem sila da je za sve vrijeme kretanja vektorski zbir

n
spoljadnjih sila jednak nuli, F; = z F:=0,ondaje

i=1

n
= =s _ S _ = =
mé, =Y F°=F; =0, = & =0 = V_=const
i-1
Ako je glavni vektor spoljasnjih sila koje dejstvuju na metrijalni sistem jednak nuli za sve vrijeme kretanija,
onda se srediSte masa sistema krece ravhomjerno pravolinijski.

ZAKON O PROMIJENI KOLICINE KRETANJA MATERIJALNOG SISTEMA

Koli¢ina kretanja materijalnog sistem jednaka je vektorskom zbiru koli¢ina kretanja svih tacaka razmatranog

> N7 N\ dr;
sistema K = Z K, = Zmivi , a kako je brzina i-te tacke sistema V, = d—t', moZe se napisati
i=1 i=1
va L d 3 dr;
K=m—‘t=—%mf=—(mr.)=m—5=my,
2 " dt dtZ =g (o) =mge =M
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Vektor koli¢ine kretanja materijalnog sistema jednak je proizvodu iz mase sistema i vektora brzine sredista
masa materijalnog sistema i ima pravac i smjer vektora brzine sredista masa sistema.

Koli¢ina kretanja karakterise samo translatorno kretanje materijalnog sistema, odnosno krutog tijela.
Diferenciranjem vektora koli¢ine kretanja materijalnog sistema dobije se

dK d, av, -
_( ): c

kbl m—=ma. =F;, odnosno
dt dt © a ¢ F

dK -, &=

_=FS: FiS

da " .21:

Ova jednacina izrazava zakon o promjeni koli¢ine kretanja materijalnog sistema u diferencijalnom obliku:
Izvod po vremenu vektora koli¢ine kretanja materijalnog sistema jednak je glavhom vektoru spoljasnjih sila
koje dejstvuju na sistem.

Promjenu kolicine kretanja materijalnog sistema, prema tome, izazivaju samo spoljasnje sile koje dejstvuju
na sistem.

Iz dK = Ifdet , integraljenjem za neki vremenski interval u granicama od t, do t, dobijemo

j.d}z:j.#; = K(t)—lz(to):j‘q;dt:zn:j.lf.sdt, odnosno
ty to t

Jednacdina izrazava zakon o promjeni (prirastaju) koli¢ine kretanja metrijalnog sistema u kona¢nom
(integralnom) obliku: Priractaj koliine kretanja materijalnog sistema u kona¢nom intervalu vremena
jednak je vektrskom zbiru impulsa svih spoljasnjih sila koje dejstvuju na sistem u tom intervalu vremena.

Zakon o odrzanju kolicine kretanja materijalnog sistema:
Ako na razmatrani materijalni sistem dejstvuje takav sistem sila da je za sve vrijeme kretanja vektorski zbir
n
spoljadnjih sila jednak nuli, Fg = z F$=0,ondaje
i=1
dK =, S _
—=F=0 = K=mv,=const = V. =const,
dt R c C

tj. brzina sredista masa je konstantna ili jednaka nuli ako je u po¢etnom trenutku (\7C )0 =0.

ZAKON O PROMIJENI KINETICKOG MOMENTA
(MOMENTA KOLICINE KRETANJA) MATERIJALNOG SISTEMA

Kineticki moment materijalnog sistema:

Kineticki moment materijalnog sistema u odnosu na nepokretni pol jednak je vektorskom zbiru kinetickih
momenata svih tacaka metrijalnog sistema u odnosu na isti pol, tj.

L= 00=

n
i=1

|

-

- xmy .

Veza izmedu kinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na nepokretni pol i kinetickog
momenta materijalnog sistema u odnosu na srediste masa sistema:
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Ako sistem vrsi sloZzeno kretanje onda se to kretanje moze razloZiti na prenosno translatorno kretanje koje
se vrsi zajedno sa pokretnim sistemom referencije Cx;y1z; sa srediStem C kao koordinatnim pocetkom i
relativno kretanje sistema u odnosu na pokretni sistem referencije Cxyy1z;.

PoloZaj proizvoljne tacke M;sistema u odnosu na nepokretni sistem referencije

z ; [ . i o = -
- Oxyz odreden je vektorom poloZaja I =T + p; .
o |
L/ \;;\ Apsolutna brzina tacke M; odredena je prvim izvodom po vremenu vektora
wef L | v _ .
/ \J oloZaja
/ ¥ p )
. /, ) //_7%. <o BE -
"/ =99k 5)=v 40
0 e _._{ y—— = — = . ) = iy
,," /,vf i dt dt C i C ir
&/ 274 S . . . .
o 7 pa se kineti¢cki moment materijalnog sistema u odnosu na nepokretni pol moze
napisati kao

Posto je polozZaj sredista materijalnog sistema u odnosu na pokretni sistem referencije Cx,y,z; odreden sa

n

mp. = z m, o, , a kako je pocetak pokretnog koordinatnog sistema upravo srediste C, onda je p. =0, pa
i=1

je kineticki moment sistema

n
gdje su: K =mV_-vektor koli¢ine kretanja materijalnog sistema, L., = ZIBI xmV, - kineticki moment

i=1
materijalnog sistema u odnosu na srediste masa C sistema.

Prema tome: Pri proizvoljnom kretanju materijalnog sistema kinemti¢ki moment materijalnog sistema u
odnosu na nepokretni pol O jednak je vektorskom zbiru momenta vektora kolic¢ine kretanja srediSta masa

sistema (K = mvC) u odnosu na nepokretni pol O i kinetickog moment materijalnog sistema u odnosu na

srediSte masa sistema pri relativhom kretanju sistema u odnosu na srediste masa C.

Zakon o promjeni kinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na nepokretni pol

Za i-tu tacku sistema, zakon o promjeni kinetickog momenta u odnosu na nepokretni pol O je
dl: — Es — Fu
i0 _ Mgi + Mgi
dt

Ovakva jednacina moZe se napisati za svaku tacku sistema i kada izvrSimo vektorsko sabiranje svih tih
jednacina dobije se
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Z":%: . M +Zn:M§u , odnosno %Zn“ L, :imgs +iM§u |
« o - =1 i=1 i1

a kako je vektorski zbir momenata unutrasnjih sila u odnosu na pol O jednak nuli, dobije se
aL, &
—=> M/J .
dt Z ©

Ova jednacina izrazava zakon o promjeni kineticCkog momenta materijalnog sistema u odnosu na nepokretni
pol: Izvod po vremenu vektora kinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na nepokretni pol
jednak je vektorskom zbiru momenata (glavhom momentu) svih spoljasnjih sila koje dejstvuju na sistem u
odnosu na isti nepokretni pol O.

ZAKON O PROMIJENI KINETICKE ENERGIJE
MATERIJALNOG SISTEMA (KRUTOG TIJELA). KENTIGOVA TEOREMA

Kineticka energija materijalnog sistema. Kenigova teorema

Kineticka energija materijalnog sistema jednaka je zbiru kinetickih enegrija E,; svih materijalnih
tacaka tog sistema:

E = Z E = %Zn‘,miviz

n
i-1 i=1
gdje je v; apsolutna brzina materijalne tacke.

Proizvoljno apsolutno kretanje materijalnog sistema u odnosu na
nepokretni sistem referencije Oxyz moze se posmatrati kao zbir iz
translatornog kretanja sistema zajedno sa pokretnim sistemom referencije
Ax, y; z; i relativnog kretanja materijalnog sistema u odnosu na pokretni

sistem referencije Ax; y; z;.
Polozaj proizvoljne tacke M; u odnosu na nepokretni sistem referencije
Oxyz odreden jesa I =T, + p,, a apsolutna brzina tacke M, je vektorski

zbir brzine pola A i relativne brzine tacke M; u odnosu na pol A

V, =V, +V,
13 , 1IG L L1 o o
Zmlvl =5 mV; v, =~ m; (VA+Vir) (VA+V|r):
243 243 243
n 1 , n n n ,
Z MV, Vi, +§ myv -V, = _VAZmI + MV, Vi, +_z myv;,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

gdje je V,, relativna brzina srediSte masa materijalnog sistema u odnosu na pokretni sistem referencije.

Ako se za koordinatni pocetak pokretnog sistema referencije izabere upravo srediSte masa C materijalnog
sistema, onda je V, =V_, a relativna brzina sredista jednaka je nuli V., =0, tako da je kineticke energija
materijalnog sistema:

E, = 1 mv2 + lz m,v>
2 2T
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Ova jednacina izrazava Kenigovu teoremu o kinetickoj energiji materijalnog sistema: Kineticka energija
metrijalnog sistema pri _njegovom proizvolinom apsolutnom kretanju jednaka je algebarskom zbiru iz

1
kineticke energije Emvé srediSta _masa materijalnog sistema, pretpostavljajué¢i da je u sredistu C

1 n
koncentrisana cjelokupna masa sistema, i kineticke energije —z m,V;, _pri relativnom kretanju materijalnog
i=1

sistema u odnosu na pokretni sistem referencije Cx, y; z; koji je postavljen sa pocetkom u sredistu masa.

Primjenom Kenigove teoreme mogu se izvesti izrazi za kineticku energiju krutog tijela pri translatornom
kretanju, pri obrtanju oko nepokretne ose, pri ravhom kretanju i pri opstem kretanju. Kako homogeno
kruto tijelo predstavlja neizmjenljivi materijalni sitem sa neprekidnim rasporedom mase, kineticka energije
krutog tijela racuna se kao

E, :lfvzdm.
2V

Translatorno kretanje tijela: Pri transaltornom kretnju krutog tijela sve tacke tijela kre¢u se na isti nacin,
tj.imaju iste brzine, pa je

1 1 1
E, :—Ivzdm :—vzjdm =—mv’
2y 2 3 2
Obrtanje tijela oko nepokretne ose: Pri obrtanju tijela oko nepokretne ose tacke tijela se krecu po kruznim
putanjama sa centrom na obrtnoj osi, a intenziteti brzina su V =rw, tako da je kineticke energija tijela

1 1 1 1
E, = E\'!‘vzdm = EJ(M)Z dm = sz\! r’dm= > |,

gdje je |, moment inercije tijela u odnosu na obrtnu osu Oz.

Ravno kretanje krutog tijela: Kako se ravno kretanje tijela moZe razloZiti na translatorno kretanje tijela
zajedno sa tezistem C i na relativno obrtno kretanje tijela oko ose C{ koja prolazi kroz teziste, onda je

relativna brzina i-te tacke tijela u odnosu na srediste C, v, = ViC = p,w, pa je kineticka energija tijela

1 ..1 2
Ek =§mVC +§|Cga)

1 1
gdje je Emvé kineticka energije usljed translatornog kretanja, a Elca)2 je kineticka energija usljed

obrtanja tijela oko ose C{ koja ne mijenja svoj poloZzaj u odnosu na tijelo, pa se ne mijenja ni moment
inercije Icg u odnosu na tu osu.

Ako se iskoristi izraz za brzinu centra mase C i Stajnerova teorema,

kineticke energija tijela je

\

1 v 1, ., 1 =2 , 1,
E, =5m(CRo) +2 1.0 :E(mCPV +|C§)a) =l

i gdje je |,, moment inercije tijela za osu koja prolazi kroz trenutni pol

P 7

AR o P . v ve . . . v .
Py brzina Pv. Ovaj izraz izraZzava Cinjenicu da se ravno kretanje moze predstavi

kao trenutno obrtanje oko ose kroz trenutni pol brzina Pv.

Medutim, kako se poloZaj trenutnog pola brzina mijenja tokom kretanja tijela, tako se mijenja i moment
inercije tijela za osu koja prolazi kroz pol brzina, pa nije uvijek zgodno odrediti kineti¢ku energiju tijela ovim
obrascem.

Opste kretanje krutog tijela: Opste kretanje krutog tijela moZe se predstaviti kao sloZzeno kretanje
sastavljeno od translatornog kretanja tijela zajedno sa tezistem C tijela i relativnhog obrtanja oko tacke C,
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odnosno trenutne obrtne ose koja prolazi kroz tacku C tijela i koja mijenja pravac tokom kretanja. Kineticka
energija tijela je
1 1
E, =—mv; +=1,0°
2 2

gdje je 1, moment inercije tijela u odnosu na trenutnu obrtnu osu CQ koja prolazi kroz teZiste krutog tijela.

Kineticka energija sistema krutih tijela odredena je zbirom kinetickih energija pojedinih tijela koja obrazuju
sistem :

E. =D E.
i-1

Rad sila koje dejstvuju na kruto tijelo:
a) Translatorno kretanje tijela:
Ukupni elementarni rad sila je:

n Nl
Rad sila na konatnom pomjeranju je: A , = Zj F°.dr
i=1l |

b) Obrtanje tijela oko nepokretne ose:

Silu IfiS koja dejstvuje na i-tu tacku tijela moZemo razloZiti u pravcu osa

prirodnog trijedra, tako da je elementarni rad i-te sile:

dA = F7-df =(F + F} + F})-ds& = F{ s, = Findg =M dg
Ukupni elementarni rad svih sila koje dejstvuju na tijelo
dA=>"dA => M dp=M,dp

Rad svih sila koje dejstvuju na tijelo pri konacnom obrtanju

@
A=[M,dgp

%o

c) Ravno kretanje tijela:

Kako se ravno kretanje sastoji iz translatornog kretanja tijela sa
izabranim polom i obrtanja tijela oko ose koja prolazi kroz izabrani
pol, ako sve sile koje dejstvjuju na tijelo redukuju na pol (teZiste C)
dobice se glavni vektor spoljasnjih sila i glavni moment sila, pa je
elementarni rad sila odreden sa

dA=F;-di, +M.do, 0

gdje je Mcg = Z MCFE glavni moment spolj. sila u odnosu na osu koja prolazi kroz teZiste a upravna je

na ravan kretanja. Rad spoljasnjih sila na konacnom pomjeranju tijela
Cy _ @

je: A= [ Fg-dig + [Mc do.
G Po

d) Opste kretanje krutog tijela:




U slucaju opsteg kretanja tijelo se obrée oko tacke C koja se takode krece u prostoru, rad vrsi i glavni
vektor i glavni moment spoljasnjih sila

SA=FES -dr. + M 5a

n =S

gdje je M:) = ZM;‘ glavni moment spoljasnjih sila u odnosu na trenutnu obrtnu osu koja prolazi
i=1

kroz pokretni pol C tijela.

Zakon o promjeni kineticke energije sistema

Za i-tu tacku sistema moZe se napisati zakon o promjeni kineticke energije

1 2 1 2 S u
—mv:- ——mV.,, = +
2 i 2 i"i0 Ai A

gdje je Af rad svih spoljasnjih sila koje dejstvuju na tacku i Aiu rad svih unutrasnjih sila koje dejstvuju na
tacku. Sabiranjem jednacina za sve tacke sistema dobije se

n 1 n 1 n s n "
sziviz _szivizo :ZA +2Aﬁ
i=1 i=1 i=1 i=1

n n
Ek _EkO :ZAS"'ZAU

i=1 i=1
Jednacina iskazuje zakon o promejni kineticke energije u konaénom obliku za izmjenljivi materijalni sistem:
Prirastaj kineticke energije izmjenljivog materijalnog sistema pri njegovom pomjeraniju iz pocetnog u krajnji
poloZaj jednak je zbiru radova svih spoljadnjih i unutradnijih sila koje dejstvuju na izmjenljivi sistem na tom
pomjeranju. Treba primijetiti da promjena kineticke energije sistema zavisi i od unutrasnjih sila, tj.rad
unutrasnjih sila razliSit je od nule u sluéajevima kada se pri kretnju tijela deformisu ili ako su unutrasnje
veze ostvarene preko elasti¢nih elemenata-opruga, rastegljivih uzadii sl.

n
U slucaju neizmjenljivog sistema rad unutrasnjih sila jednak je nuli, Z A” =0, pa je zakon
i=1

E - EkO = Z Ais
i=1

tj. prirastaj kineticke energije neizmjenljivog materijalnog sistema na nekom njegovom pomjeranju jednak
je zbiru radova svih spoljasnjih sila koje dejstvuju na neizmjenljivi sistem na tom pomjeranju.

Zakon o promjeni kineticke energije moZe se napisati i u diferenicijalnom obliku:

d (Z%mivf}z# dF + S EYdF
dE, =D dA’+> dA' zaizmjenljivi sistem
dE, = ZdAﬁ za neizmjenljivi sistem

Diferencijal kineticke energije materijalnog sistema jednak je zbiru elementarnih radova svih spoljasnjih sila
i unutrasnjih sila_koje dejstvuju na sistem.

Zakon o odrzanju mehanicke energije

Ako sve sile koje vrse rad pri kretanju tijela predstavljaju konzervativne sile, onda se njihov elementarni rad
moZe izraziti kao totalni diferencijal funkcije sile U(x,y,z), odnosno pomocu potencijalne energije E,:

dA=dU =-dE

p
67



Iz zakona o promjeni kineticke energije imamo:

dE =dA=-dE,  odakleje d(E,+E,)=0 = E, +E,=E =const

Pri_kretanju materijalnog sistema pod dejstvom konzervativnih (potencijalnih) sila, zbir kineticke i
potencijalne energije (mehanicka energija) sistema ostaje nepromjenjen za sve vrste kretanja.

ELEMENTI ANALITICKE MEHANIKE

GENERALISANE (UOPSTENE) KOORDINATE.
BROJ STEPENI SLOBODE MATERIUJALNOG SISTEMA

Broj stepeni slobode kretanja materijalnog sistema jeste broj nezavisno promijenljivih koordinata koje
potpuno odreduju polozaj svih tacaka tog sistema u prostoru, tj. koje odreduju polozaj sistema.

Ako posmatramo sistem od ,,n“ materijalnih ta¢aka, onda taj sistem ima 3n Dekartovih koordinata
(X1,Y1,21, X2,Y2,22,..., Xn,¥n,Zn) jer svakoj tacki odgovoraju po tri koordinate. Neka je broj holonomnih veza
izmedu koordinate tacaka jednak ,r“ i neka su jednacine veze zapisane u obliku, tako da indeks ,p“
oznacava redni broj veze

fp(xl’yl’zl'XZ’ y2’22""’xn’ yn,Zn)=0,(p:1,2,...,r).

Ako je broj veza jednak ukupnom broju koordinata, tj. r=3n, to znaci da se sistem nece kretati i prethodnim
jednacinama su odredene sve 3n koordinate materijalnog sistema. Da bi se sistem mogao kretati potrebno
je da broj veza ,,r“ bude manji od 3n (broj koordinata). U slucaju kada je r<3n nisu sve koordinate tacaka
sistema nezavisne medu sobom, jer se na osnovu ,r“ jednacina veza moze ,r“ koordinata izraziti pomocu
ostalih (3n-r) koordinata.

Stoga se (3n-r) koordina sistema mogu se razmatrati kao nezavisno promjenljive, koje mogu uzimati
proizvoljne vrijednosti i koje potpuno odreduju polozZaj sistema, a ostalih ,r“ koordinata odreduje se preko
jednacina veze kao funkcija tih nezavisnih koordinata.

Broj nezavisnih koordinata materijalnog sistema jednak je broju stepeni slobode sistema i odreduje se
s=3n-r, gdje ,n“ broj tacaka sistema a ,r“ je broj holonomnih veza.

Nezavisni parametri ¢iji je broj jednak broju stepeni slobode materijalnog sistema S =3n—r i pomodu kojih
se mozZe u svakom trenutku jednoznacno odrediti poloZzaj sistema, nazivaju se generalisane koordinate
sistema.

Pri opisisvanju poloZaja tataka materijalnog sistema nije neophodno koristiti isklju¢ivo Dekartove
koordinate, nego je Cesto zgodnije uoditi skup od ,,s“ nezavisno promjenljivih generalisanih koordinata, koje
mogu imati karakter pravolinijskih koordinata, rastojanja ili uglova, preko kojih je potpuno odreden polozZaj
svake tacke sistema. Preko generalisanih koorinata qi, q,,.., qs (s-broj stepeni slobode sistema) mogu se
izraziti i Dekartove koordinate svake tacke sistema

F=F(000), (i=12,..n).

Na osnovu definicije generalisanih koordinata kretanje materijalnog sistema bi¢e potpuno odredeno ako su
generalisane koordinate g, poznate funkcije vremena

0, = ql(t)l 0, =0, (t), o Qg =0 (t)
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VIRTUALNO (MOGUCNO) POMJERANJE MATERIJALNOG SISTEMA

Virtualno ili moguéno pomjeranje materijalnog sistema naziva se svako zamisSljeno beskonacéno malo
pomjeranje tacaka sistema koje u datom trenutku dopustaju veze kojima je sistem podvrgnut.

Drugim rijec¢ima, virtulano pomjeranje je svako zamisljeno beskonacno malo pomjeranje tacaka sistema
koje bi te tacke mogle da izvrSe u datom trenutku iz datog polozaja ne narusavajuci veze.

Virtualno ili moguéno pomjeranje jeste geometrijski pojam jer to pomjeranje ne zavisi od dejstva sile na
sistem, vec zavisi samo od karaktera veza kojima je sistem podvrgnut.

Posmatrajmo materijalnu ta¢ku M koja se kre¢e po nepokretnoj povrsini &ija jednatina f (X, Y, Z) =0

predstavlja jednacinu holonomne stacionarne veze zadrZavajuce veze. Tacka ima dva stepena slobode, jer
su od tri koordinate tacke dvije nezavisne, a tre¢a se odreduje pomodu jednacine veze. Zamislimo da je
vrijeme t prestalo da se mijenja i razmotrimo u kojim se sve pravcima tacka moze pomjerati po povrsini.
Vektor OF beskonaéno malog pomjeranja tacke M pri kome ona ne napusta datu povrs jeste vektor
virtualnog pomjeranja i on je usmjeren po tangenti na povrs u tacki M u bilo kom pravcu.

Stvarno pomjeranje tacke M po povrsi zavisi kako od sila koje dejstvuju na tacku i karaktera veze tako i od
pocetnih uslova kretanja i ono je funkcija vremena.

U sluéaju stacionarnih veza (veze koje ne zavise od vremena) pravac vektora stvarnog pomjeranja dr
poklapa se sa pravcem jednog od vektora virtualnog pomjeranja, dok u sluc¢aju nestacionarnih veza stvarno
pomjeranje dr tacke se uopste ne poklapa ni sa jednim od moguénih pomjeranje tacke M.
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Pri stavrnom pomjeranju tatke M vektor pomjeranja df je diferencijal funkcije poloZaja I = F(t) ,
dF = dxi +dy ] +dzk
Vektor virtulanoh pomjeranja tacke M po svom smislu je varijacija funkcije I = F(t) pri éemu se promjena
funkcije odreduje pri konstantnoj vrijednosti argumenta vremena t, pa je
SF=8xi +5y]j+05zk
gdje su 0X,0Y,01Z varijacije koordinata X,Y,Z tacke M.

Prve varijacije formalno se odreduju na isti nain kao i diferencijali dx, dy, dz funkcije, pri ¢emu se vrijeme
smatra konstantnim.

Ako se poloZaj tacaka sistema izrazi neposredno preko generalisanih koordinata, tada je kretanje sistema
podvrgnutog stacionarnim vezama odredeno sa konacnim jednacinama kretanja g, = Q, (t),(k =12,.., S).

Elementarna pomjeranja u intervalu vremena dt data su preko odgovarajucih prirastaja generalisanih
koordinata

S
dr :Z—d‘ Oy (i =12,.., N)
a virtualna pomjeranja prikazujemo u obliku

o =Yg, (i=12...N).
k=1 Oy
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RAD SILA NA VIRTUALNIM POMJERANIJIMA

Rad sile Ifi,koja predstavlja rezultantu svih sila koje dejstvuju na proizvoljnu tacku M; sistema, na
virtualnom pomjeranju OT, te tacke izracunavamo analogno elementarnom radu te sile na stvranom
pomjeranju tacke, tj.

SA =F -6F = F5s, cosl (If,5ﬁ)

gdje je intenzitet vektora virtualnog pomjeranja |5F,| tacke M jednak luku &€, trajektorije koju moZe da
opise tacka M; pri svom virtualnom pomjeranju, tj. |§ﬁ|:58i .

Rad sila na virtualnim pomjeranjima sistema naziva se virtulani ili mogucni rad.

Za sve tacke razmatranog sistema mogu se napisati jednacine za rad sile, pa sabiranjem tih jednacina za cio
materijalni sistem dobijamo

SA=Y A =3 F 5% =3 F.65 cos(I(F,, o =i(xi5xi +Y,8Y; +2,67, ).
i=1 i=1 i=1

i=1
GENERALISANE SILE

Rad sila na virtualnim pomjeranjima mogude je izraziti preko generalisanih koordinata sistema.

Ako varijaciju OT, vektora polozaja tacke izrazimo pomocu varijacija 60,;,00,,..,00, generalisanih

koordinata
=, or or, or. or. .

or =) —40Q, =—-90¢, +—9Jq, +..+—9q, (i=12,.,N
kz_;@qk “oq  ooq, ° 7 oo ( )

onda je virtualni rad
Ili mijenjajuci redosljed sabiranja
MoZemo uvesti oznaku

Tako da se izraz za virtualni rad moZe zapisati kao
S
OoA= ZQk -0q, =Q0q, +Q,50q, +..+Q,6q,
k=1

Mnoiitelji Q,,Q,,..,Q,_uz varijacije generalisanih koordinata 6¢,,50,,..,00,_u_izrazu za virualni rad

S

aktivnih sila koje dejstvuju na sistem, nazivaju se generalisane sile sistema.

Broj generalisanih sila sistema jednak je broju generalisanih koordinata, odnosno broju stepeni slobode
sistema.

Dimenzija generalisane sile zavisi od dimenzije odgovarajuce generalisane koordinate i odreduje se sa
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[A] _[rad]
[Q] =L 1

la]  [a]
sila ima dimenziju obicne sile (N), ali ako je za generalisanu koordinatu usvojen ugao onda generalisana sila
ima dimenziju momenta sile (Nm).

, Sto znaci da ako generalisana koordinata ima dimenziju duZine (m) onda generalisana

Ako na sistem dejstvuju konzervativne sile, potencijalna enegrija sistema je E,= -U , gje je U funkcija sile,
onda se generalisane sile mogu odrediti kao

oE
Q, =——F (k =l,2,..,s),
oq,
tj. generalisana sila sistema jednaka je parcijalnom izvodu potencijalne energije sistema po odgovrajucoj
generalisanoj koordinati uzetim sa negativnim predznakom.

OSNOVNE JEDNACINE DINAMIKE MATERIJALNIH SISTEMA

e lagranzZeve jednacine prve vrste

e Opsta jednacina statike (Lagranzev princip virtualnih pomjeranja)
e Opsta jednacina dinamike (Lagranz-Dalamberov princip)

e lagranZeve jednacine druge vrste

OPSTA JEDNACINA STATIKE (LAGRANZEV PRINCIP VIRTUALNIH POMJERANJA)

Lagranzev princip virtualnih pomjeranja (opsta jednacina statike) izrazava potrebne i dovoljne uslove za
ravnotezu svakog materijalnog sistema: Za ravnotezu sila u svakoj tacki materijalnih sistema podvrgnutih
idealnim holonomnim_stacionarnim zadrZzavaju¢im vezama potrebno je i dovolino da zbir radova svih
aktivnih sila koje dejstvuju na sistem na svakom virtualnom pomjeranju sistema bude jednak nuli pod
pretpostavkom da su pocetne brzine svih tacaka sistema jednake nuli. Matematicki izraz ovog principa je

n
SA=YF*-5T =0.
i=1
Lagranzev princip virtualnih pomjeranja moze se iskazati i pomocu generalisanih sila sistema:

OA=2 F-01 =) Q50 =0

Kako su sve varijacije generalisanih koordinata 60, 00,,..,00, nezavisne medu sobom, jednacina ¢e biti

S

zadovoljena samo ako su svi koeficijenti Q,,Q,, .., Q, uz nezavisne varijacije jednaki nuli, tj.

Q=00,=0,..,Q,=0
Za ravnoteZzu materijalnog sistema sa zadrZavajuéim idealnim, stacionarnim i holonomnim vezama,
potrebno je i dovoljno da generalisane sile koje odgovaraju izabranim generalisanim koordinatama sistema
budu jednake nuli, pod pretpostavkom da su pocetne brzine svih tacaka sistema jednake nuli.
Ako na ssitem dejstvuju konzervativne sile, onda se LagranZev princip virtualnih pomjeranja moze se
iskazati sa

aEp 8Ep aEp

—=0,—=0,...,—=0

o0 aa, o,
Da bi sistem bio u stabinoj ili labilnoj ravnoteZi potencijalna energija sistema mora imati ekstremne
vrijednosti, minimum ili maksimum, pa slijedi: Ako u datom poloZaju konzervativhog sistema potencijalna
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energija sistema ima ekstremnu vrijednost onda je taj polozaj ravnoteze sistema stabilan ili labilan. Ako se
zahtijeva da polozaj ravnoteze sistema bude stabilan poloZaj, onda potencijalna energija sistema u tom
poloZaju mora imati minimum.

OPSTA JEDNACINA DINAMIKE (LAGRANZ-DALAMBEROV PRINCIP)

Ako posmatramo sistem materijalnih tacaka I:’l P,,..,P, koji je podvrgnut uticaju samo idealnih veza,

mozZemo napisati jednacine kretanja za materijalne tacke sistema, kao za skup slobodnih tac¢aka koje smo
oslobodili veza a dejstvo veza zamjenili odgovarajuc¢im silama:

ma=F"+R (i=12.,n).
Svaku od ovih jednacina pomnoZimo sa odgovraju¢im vektorom virtualnih pomjeranja i zatim saberemo sve
tako dobijene jednacine:

n
Po pretpostavci su veze sistema idealne, pa je ZRi -0r =0 (rad reakcija idealnih veza na virtualnom
i=1
pomjeranju jednak je nuli), a onda je gornja jednacina mozZe napisati kao
n n n n
D> ma -of =) F*-6F,  odnosno > (-md)-oF + > F*-6T =0.
i=1 i i=1

i=1 i=1

Velicine (—miéi = Fi'”) koje imaju dimneziju sila nazivaju se inercijalne sile, a odnose se na svaku

materijalnu tacku ponaosob. Uvodedi tertmin inercijalne sile, gornja jednacina iskazuje Lagranz-Dalamberov
princip (opsStu jednacdinu dinamike):  Pri_proizvolino kretanju materijalnog sistema sa idealnim
zadrZavajuéim vezama u svakom trenutku vremena zbir radova svih aktivnih sila i svih uslovno pridodatih

sila_inercije na svakom virtualnom pomjeranju sistema jednak je nuli.
n

Y (F*+F")-st =0.

i=1
Lagranz-Dalamberov princip (opsta jednacinu dinamike) omogucuje da se napiSu diferencijalne jednacine
kretanja bilo kog materijalnog sitema. Na taj nacin iz ovog principa slijede i svi opsti zakoni kretanja
materijalnog sistema.

LAGRANZEVE JEDNACINE DRUGE VRSTE

Ako se sistem koji ima viSe stepeni slobode sastoji iz sistema krutih tijela koja se ne kredu
translatorno, primjena Lagranz-Dalamberovog principa usloZnjava problem formiranja diferencijalnih
jednacina kretanja sistema, zbog toga Sto je, osim izracunavanja virtualnioh radova aktivnih sila, glavnih
vektora i glavnih momenata sila inercije razmatranog sistema, potrebno iz formiranih jednacina eliminisati
zavisne koordinate i njihove varijacije.

Zbog toga je u u takvim sloZenim slucajevima pogodnije formirati diferencijalne jednacine kretanja
sistema u odnosu na generalisane koordinate, Sto se postiZe LagranZevim jednacinama druge vrste.

Izvodenje LagranZevih jednacina druge vrste proistiCe iz Lagranz-Dalamberovog principa, gdje se
vektori virtualnih pomjeranja iskazuju u funkciji generalisanih koordinata
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za OF :iﬁwk, (i=12,.,n)

@ SR -ma)or-0 = Z(F‘Z—J $ % 50 -0
i=1

i=1 o O,
Ovu jednacinu pomnozimo sa (-1) i promjenimo red sabiranja
S dv of &
D m =D RS |50, =0,
k=1 \ -1 dt qu i=1
Drugi zbir u zagradi ove jednacine je generalisana sila sistema, tako da jednacina postaje
S dv. of
Z[Zm . ‘Qk}
k=1 \_i=1
Prvi ¢lan pod znakom sume u zagradi prethodne jednacine napisacemo kao
av, 6r_d[ B} aﬁ] o d ar
'dt oq, dt oq, "1 odt o,
Razmotrimo parcijalne izvode koji figurisu u jednacini:
Brzina proizvoljne tacke sistema podvrgnutog nestacionarnim vezama je
V.zﬁzﬁﬂ_k aﬁ dq2_|_ _|_ar dqs Z
: .
dt og, dt oOqg, dt aq
a brzina proizvoljne tacke sistema podvrgnutog stacionarnim vezama je
q O _ofds ofdy, | ofdy, s on
' dt og, dt  oOg, dt oq, dt 1= oq,

—, gdje je (, generalisana brzina,
S

Odavde je parcijalni izvod brzine po bilo kojoj generalisanoj koordinati jednak ﬂ =ﬁ.
oG, g,
U slucaju stacionarnih veza je
iaﬁ_azﬁq+82ﬁq+ Gzaq
dtoa, 09,00, " dg.00, 7 egdq,
a s druge strane je
o, o . O o°r
= i O +...F ds.
aq, 00,00, 90,00, 09,00
pa se moZe uspostaviti jednakost
don_ o
dt oq,  aq,
Sada je
dav. or d . or _d ar _d _ oV, _ OV,
m—r—=—| mV,-—— |-mV-— | MV | MY ——
dt oq, dt o, dt 6qk Tt aq, oq,
Posto je

oV, 0 {mivfj _ oV, 0 [mivfj
my, - — = — , My, = ,
aQk aqk 2 aqk 8qk 2

prethodni izraz se moZe napisati u obliku

md_vi_i O (my || o [my
dt og, dt|og | 2 gl 2 )

Vratimo se na jednacinu



(< dv, or
m__l._l_ 5 :0
1[2 l, i dt 8qk Qk] qk

k=1 \i=1
koju sad moZzemo napisati kao
sfd 0 &mv: 8 & mv’ \(d oE, O©E
- it [ 5 :0 | 2=k _ =k _ 5 —
kz_;‘(dtaqk; 2 aqkiz_:‘ 2 Qk} L Z(dt 24, oq, ij f

S obzirom da su varijacije generalisanih koordinata &¢;,50,,...,00proizvoljne i razli¢ite od nule, to je

prethodna jednacina zadovoljena samo onda kada je izraz u zagradi jednak nuli, tj.

d 6E, OE,
- 2 = y k:1,2,..,S.
dt og,  oa, o )

Ove jednacdine su diferencijalne jednacine kretanja materijalnog sistema izrazene preko generalisanih
koordinata i nazivaju se LagranZeve jednacine druge vrste. Integracijom ovih jednacina uz koriStenje

pocetnih uslova kretanja odreduju se jednaline kretanja sistema Q, =0, (t),q2 =0, (t),...,qS =0 (t)

Kada je materijalni sistem podvrgnut holonomnim vezama, broj Lagranzevih jednacina druge vrste jednak je
broju generalisanih koordinata sistema, tj. broju stepeni slobode materijalnog sistema.

Prednost Lagranzevih jednacina druge vrste u odnosu na druge metode proucavanja kretanja
materijalnog sistema je u tome Sto broj diferencijalnih jednacina kretanja sistema ne zavisi od broja ¢lanova
sistema, vec iskljucivo od broja stepeni slobode sistema. Takode, sile koje dejstvuju na sistem ukljuc¢ene su
u Lagranzeve jednacine druge vrste preko generalisanih sila u koje ulaze samo aktivne sile, a sve reakcije
idealnih veza su iskljucene.

LagranZeve jednacine druge vrste za konzervativne sisteme

Ako na sistem dejstvuju konzervativne sile, onda je Q, = —a—p, pa LagranZeve jednacine Il vrste glase
k
A BB (k-12.5).
dtog, oq,  oq

Posto je potencijalna energija stacionarnih konzervativnih sistema funkcija samo generalisanih koordinata,

Ep = Ep (ql, (PR qs), tj. ne zavisi od generalisanih brzina, to se jednacine mogu napisati kao

d 9(E.-E,) o(E -E,)

= 0/ =0, (k=12,..,s).
dt oG, oq,
Veli¢ina E, — Ep = L naziva se LagranZeva funkcija ili kineti¢ki potencijal, pa se jedna¢ine mogu napisati
do o (k=12.5).
dt oq, oq,

Ove jednacine predstavljaju LagranZeve jednacine Il vrste za konzervativne sisteme.
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STAJNEROVA TEOREMA

MOMENT INERCIJE ZA OSU PROIZVOLINOG PRAVCA KROZ DATU TACKU
OPSTI ZAKONI DINAMIKE METERIJALNOG SISTEMA
Zakon o kretanju srediSta masa materijalnog sistema
Zakon o promjeni koli¢ine kretanja materijalnog sistema
Zakon o promjeni kinetickog momenta (momenta koli¢ine kretanja) materijalnog sistema
Zakon o promijeni kineticke energije materijalnog sistema (krutog tijela). Kentigova teorema
ELEMENTI ANALITICKE MEHANIKE
GENERALISANE (UOPSTENE) KOORDINATE. BROJ STEPENI SLOBODE MATERIJALNOG SISTEMA
VIRTUALNO (MOGUCNO) POMJERANJE MATERIJALNOG SISTEMA
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RAD SILA NA VIRTUALNIM POMJERANJIMA

GENERALISANE SILE

OSNOVNE JEDNACINE DINAMIKE MATERIJALNIH SISTEMA
Opsta jednacina statike (LagranzZev princip virtualnih pomjeranja)
Opsta jednacina dinamike (Lagranz-Dalamberov princip)

LagranZeve jednacine druge vrste
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